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饱和非线性超晶格中带隙孤子的特性研究
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摘 要：利用光谱重构法求解了聚焦饱和非线性超晶格半无穷带隙中的基模孤子，并研究了饱和程度和超晶格势

场的相对强度对孤子的功率、稳定性的影响。研究结果表明：对于给定相对强度的超晶格势场，当饱和程度较低

时，孤子在高功率区域不稳定，并且孤子的稳定范围随着饱和程度的增大而变宽；当饱和程度较高时，孤子功率

随传播常数增大快速增大，但孤子是稳定的。此外，对于给定的低饱和程度，孤子的稳定范围随着超晶格中低频

格子相对强度的增大而变宽。
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PROPERTIES OFGAP SOLITONS IN SUPERLATTICESWITH
SATURABLE NONLINEARITY
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Abstract: The fundamental solitons in the semi-infinite gap of superlattices under focusing saturable nonlinearity
are solved by the spectral renormalization method. The effects of saturation degree and relative strength of
superlattice potential on the power and stability of solitons are studied. The results show that for a fixed relative
strength of superlattice potential, when the saturation degree is low, the solitons are unstable in the high-power
region, and the stable range of the solitons becomes wider with the increase of the saturation degree. When the
saturation degree is high, the soliton power grows dramatically with propagation constant, but the solitons are
stable. Besides, for a given low saturation degree, the stable range of the solitons widens with an increase in the
relative strength of low-frequency lattice in the superlattice.
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0 引言

光在非线性介质中传输时，当非线性效应导致

的会聚效果和光束衍射效应导致的发散效果相平

衡时，光束在介质中会以不变的宽度、强度传输，

这类光束被称为空间光孤子。早期的空间光孤子研

究主要集中在均匀介质中，近些年，随着光学诱导

技术的不断提高，人们发现引入外势可以给空间光

孤子带来了很多新的特性。因此，各种势场调节下

的空间孤子研究引起了研究人员极大的关注，如：

Bessel 势场[1]、Mathieu 格子[2]、高斯势[3]、啁啾势

场[4]、周期晶格势[5]等。而且当对光学介质的折射
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率进行周期调制时会形成光学格子结构，这种周期

格子在物理上的特点是存在布洛赫带隙结构，所谓

的带隙孤子就是局域在带隙中的非线性模。

带隙孤子可以存在于多种非线性系统中，通过

不同的非线性响应可以调节带隙孤子的特性，如：

非局域非线性[6]，饱和非线性[7]，三五次竞争非线

性[8]等。再者，带隙孤子的种类繁多，例如：将带

隙中不同的非线性模式耦合在一起可以形成矢量

带隙孤子[9]；在二维的晶格中，存在带隙涡旋孤子[10]；

在周期系统表面可以局域表面带隙孤子[11]；PT 对

称晶格中存在稳定的复数带隙孤子[12]；光晶格中的

带隙暗孤子[13]也有相应的报道。近期，带隙孤子的

研究拓展到了分数维[14-15]。带隙孤子具有均匀介质

无法比拟的特性，不仅在光学系统，在玻色-爱因斯

坦凝聚[16]等其他非线性周期系统中也被广泛研究。

带隙孤子的类型和其对应的非线性传播常数

在带隙中的位置以及非线性的类型密切相关。例

如：对于聚焦非线性周期系统，基模孤子存在于半

无穷带隙中，亚基模孤子存在于第一带隙中；对于

散焦非线性周期系统，基模孤子主要存在于第一带

隙中，亚基模孤子存在于第二带隙中。改变光学格

子的结构和参数可以调节带隙结构，从而控制不同

类型的带隙孤子的形成、功率以及稳定性等性质。

比如：用两个不同周期的格子叠加可以形成超晶格

结构[17]。超晶格多了一个调控格子相对强度的自由

度，而饱和非线性在调制孤子的功率和稳定方面有

着独到的优势[18]。因此，将两者结合起来，研究超

晶格势场和饱和非线性效应共同调制下的带隙孤

子具有重要意义。

本文详细研究了饱和聚焦非线性下光学超晶

格半无穷带隙中的基模孤子。通过光谱重构法[19-20]

求出孤子解，然后着重探讨了非线性的饱和程度和

超晶格的相对强度对孤子稳定性的影响，发现增大

饱和程度以及超晶格中低频格子的相对强度有利

于孤子的稳定。

1 理论模型

基于聚焦饱和非线性介质的线性光学格子中

的光孤子可以用下面的归一化的非线性薛定谔方

程来描述：
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(1)

其中，U是光场，x，z分别是横向坐标和纵向坐标，

V是晶格势场，代表线性折射率的调制。我们考虑

由两个不同周期格子叠加形成的超晶格势场为：

   2 2sin ( ) 1 sin [2( )]
2 2

V x x x       (2)

公式中α是超晶格势场的调制参数，可以用来调节

低频和高频格子的相对强度。图1 (a)为α=0.4时的超

晶格势场。

(a) 超晶格势场，α = 0.4；(b)带隙结构随α的变化关系，

能带曲线；(c) α = 0.2；(d) α = 0.5

图 1 超晶格势场和带隙结构

Fig. 1 The superlattice and band structure

为了计算带隙结构，考虑非线性薛定谔方程的

线性部分：
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根据Bloch理论，方程(3)的本征函数可以写成f =

Fkexp(ikx)，k是Bloch波矢，Fk是和势场同周期的周

期函数。将Bloch解代入方程(3)，可以得到本征方程：
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(4)

采用平面波展开法求解方程(4)，可得该系统的带隙

结构随超晶格势场的调制参数α的变化关系，

如图1(b)所示。从图中可知，随着α的增大，第一带
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隙逐渐变宽，而第二带隙则逐渐变窄。但是α对半

无穷带隙范围的影响很小，图1(c)、1(d)分别为α =

0.2，α = 0.5时的Bloch能带图。这里仅讨论半无穷

带隙中的孤子。

采用光谱重构法求解方程(1)，孤子解的形式可

设为： ( , ) ( )exp( )U x z u x i z ，u为归一化的非线

性模，μ为传播常数，代入(1)得：
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对(5)式中的线性部分应用傅里叶变换，然后再进行

傅里叶逆变换，得到：
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其中，F-1 代表傅里叶逆变换，û是 u的傅里叶变换。

然后引入一个新的变量λ (重构因子)，λ为常数。令

( )= ( )u x v x ，(6)式变形为：
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去分母后得到：

2 2 1 2 ˆ{(1 ) [( ) ]}=v sV v sF k v   

1 2 ˆ[( ) ]F k v Vv   (8)

(8)式左右两边同时乘以 v，并在整个空间内积分，

可以得到：
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通过方程(7)，v可以表示为：
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其中，F代表傅里叶变换。于是，得到孤子解的迭

代公式为：
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用上述方法计算孤子模式，我们首先对 v1（假设为

高斯或双曲正割函数) 进行初始猜测，根据方程（9）

可得λ1，然后用方程(11)迭代算出 v2，再将结果代

入方程(9)求出λ2，接着将λ2 和 v2 一起代入方程(11)

求出 v3，如此反复循环计算，直至迭代收敛。收敛

条件为 10
1 10m mv v 
   以及将 1 1 1=m m mu v   代入

方程（5）使其绝对误差<10-10。

为了分析孤子的稳定性，我们在求出的孤子解

中加入微扰：

   , expq x z i z

          exp expu x F x z G x z      (12)

代入方程(1)，得到本征方程为：
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数值求解方程(13)可以得到微扰增长率 Re(δ)，当其

最大值等于 0 时，孤子是线性稳定的，否则是线性

不稳定的。

2 数值模拟和讨论

接下来，我们数值讨论饱和参数 s和超晶格的

调制参数α对孤子特性的影响。首先，固定α = 0.2，

计算三种不同的饱和参数 s = 0.1, s = 0.2, s = 0.3 下

孤子的功率 P随着传播常数μ的变化关系，结果如

图 2(a)所示。我们发现孤子的功率随着传播常数的

增大而增大，并且饱和参数 s越大，孤子的功率上
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升的越快。这从物理上很容易理解，因为传播常数

就是各种效应引起的总相移（这里包含超晶格势场

调制效应以及饱和非线性效应），对于聚焦饱和非

线性，功率越大，则非线性效应引起的非线性相移

越大。另外，在较大的饱和参数下，非线性效应的

饱和程度越高，这种情况下当功率达到一定程度的

时候，如果继续增大功率，相移也会呈现饱和的效

果，即μ的增加趋于平缓。反应在 P-μ曲线上，体现

的是 s越大，曲线越陡，即功率随传播常数变化的

越快。另外，同一个传播常数下，s越大，孤子功

率越高。物理上，饱和程度越大，则非线性效应越

弱，所以需要更大的功率来增大非线性相移使总相

移即传播常数相等。然后，我们对孤子解进行线性

稳定性分析，并在 P-μ曲线中分别用实线和虚线来

区分孤子的稳定区域和不稳定区域。计算发现在较

弱的饱和非线性程度下，孤子在高功率区域不稳

定。并且孤子的稳定范围随着饱和参数 s的增大而

变宽，当饱和程度较高时，孤子都是稳定的，也就

是说饱和非线性效应有利于孤子的稳定。

(a) α=0.2 (b) α=0.3,s=0.1 (c) α =0.4,s=0.1 (d) α=0.5,s=0.1
图 2 孤子功率随着传播常数的变化曲线

Fig. 2 Power curves of solitons versus propagation constant

我们通过同一个传播常数μ = 2.5 时两个不同

饱和参数 s = 0.2，s = 0.3 下的孤子来举例说明。图

3(a)，3(b)分别给出了 s = 0.2 和 s = 0.3 时的基模孤

子解，对应的线性稳定谱分别见图 3(c)，3(d)，对

比两图可知，当 s=0.2 时，微扰增长率 Re(δ)大于 0，

说明此时孤子是不稳定的，但是当 s=0.3 时，其微

扰增长率 Re(δ)等于 0，说明此时孤子是稳定的。为

了进一步验证孤子的稳定性，我们在孤子解上加上

10%孤子幅度的白噪声，然后采用对称分步傅里叶

算法模拟孤子的传输。当 s=0.2 时，图 3(e)中的传

输模拟发现孤子传输很短的距离后波形就发生了

形变，验证了此时的孤子是不稳定的。当 s=0.3 时，

图 3(f)中的传输模拟发现孤子传输很长的距离仍然

维持原有的波形，此时的孤子是稳定的。传输模拟

和线性稳定性分析的结果符合的很好。

(a)(c)(e) s=0.2; (b)(d)(f) s = 0.3, α = 0.2, μ= 0.5
图 3 孤子的形状、线性稳定性谱及传播模拟

Fig. 3 Profile, linear-stability spectra and propagation of
solitons

接下来，我们固定饱和参数 s=0.1, 改变超晶格

调制参数α。为了进一步计算了三种不同的调制参

数α=0.3,α=0.4,α=0.5 下孤子的功率和稳定性随着传

播常数的变化关系，结果分别如图 2(b)、2(c)、2(d)

所示。稳定性分析表明：当α=0.2 时，孤子在传播

常数 0.6 ~ 1.43 范围内是稳定的；当α = 0.3 时，孤

子的稳定范围拓展到 0.6 ~ 1.89；当α = 0.4 时，孤子

的稳定区域为 0.6 ~ 2.63；当α = 0.5 时，孤子在 0.6 ~

4.46 范围内稳定。也就是说，孤子的稳定范围随着

超晶格调制参数α的增大而变宽。举例来说，对于μ =

1.5，图 4(a)、4(b)分别是α = 0.2，α = 0.3 时的孤子

解，两个孤子的外形轮廓差不多，功率也相差不大，

物理上，由图 1(b)可知，改变超晶格的调制参数α，

能带结构并没有明显移动，尤其是半无穷带隙，也

就是说超晶格的相对强度对总相移的影响很小，所
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以对于同一个传播常数（总相移相同），由饱和非

线性效应引起的非线性相移也应该相差不大，故而

在 s和μ固定的情况下，不同α下的孤子功率相差不

大。但是孤子的传输模拟表明：当α=0.2 时，孤子

是不稳定的，见图 4(c)，而当α = 0.3 时，孤子是稳

定的，见图 4(d)。对于另一个例子μ = 3，孤子在α =

0.2，α = 0.3，α = 0.4 时都是不稳定的，但是α = 0.5

时，孤子是稳定的。我们分别给出了α = 0.4，α = 0.5

时的孤子解，见图 5(a)、5(b)；相应的传输模拟见

图 5(c)、5(d)，结果进一步证实了增大超晶格中低

频格子的相对强度（即调制参数α）有利于孤子的

稳定。

(a)(c)α = 0.2；(b)(d)α = 0.3，s = 0.1, μ = 1.5

图 4 孤子的形状和传输

Fig. 4 Profile and propagation of solitons

(a)(c)α = 0.4；(b)(d)α = 0.5，s = 0.1, μ = 3

图 5 孤子的形状和传输
Fig. 5 Profile and propagation of solitons

3 结论

我们研究了聚焦饱和非线性超晶格半无穷带

隙中的基模孤子，讨论了非线性的饱和程度和超晶

格的相对强度对孤子的功率、稳定性的影响。研究

发现，对于固定相对强度的超晶格势场，孤子的稳

定范围随着饱和程度的增大而变宽，当饱和程度较

低时，孤子在高功率区域不稳定；当饱和程度较高

时，孤子功率随传播常数增长很快，但孤子是稳定

的。另外，对于给定的低饱和程度，超晶格中低频

格子的相对强度越大，孤子的稳定范围越宽。综上，

增大非线性的饱和程度以及超晶格中低频格子的

相对强度有利于孤子的稳定。
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