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摘 要：通过给出一种求解高阶椭圆型偏微分方程特征值的多项式特解法，使用多项式特解作为基函数对 2阶、

4 阶、6 阶和 8 阶椭圆型偏微分方程进行求解，同时采用多尺度技巧降低系数矩阵的条件数，得到了稳定的数值

解。数值算例表明该算法在求解高阶偏微分方程特征值问题时具有精度高、效果好等方面的优越性，进一步证明

了多项式特解法具有较高的精度和良好的稳定性。
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higher order elliptic partial differential equations. The second, fourth, sixth and eighth order elliptic partial
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Key words: higher order elliptic partial differential equations; method of polynomial particular solutions;
eigenvalue problem; innovation ability

收稿日期：2021−11−01；修改日期：2021-12-11
基金项目：国家自然科学基金项目(11461026)；江西省研究生创新资金项目(YC2020-S313)
作者简介：张姊同(1997-)，女，吉林长春人，硕士生，主要从事微分方程数值解方面的研究(E-mail:Z15797676772@163.com)；

*曹艳华(1978-)，女，山东兖州人，副教授，博士，主要从事微分方程数值解方面的研究(E-mail:yanhuacao@yeah.net).

0 引言

在工程领域，椭圆型偏微分方程特征值问题有

广泛的应用，用于求区域的 Poincare 常数 [1-2]的

Laplacian特征值问题，复杂非线性方程谱理论中的

特征值问题等[3]，在融合实验中的等离子物理学。

天体物理学、流体流动的线性稳定性力学等也有广

泛应用[4]。求解偏微分方程特征值上通常采用有限

差分法(FDM)[5-6]和有限元法(FEM)[7-8]等，然而这些

传统的方法在计算规模较大问题时，产生了需要对

网格进行剖分、计算耗时长、增加计算成本等缺点。

基于径向基函数的无网格方法在求解线性偏微分

方程中的应用非常宽泛，例如 Kansa方法。而特解

法是在 Kansa 方法的基础上发展而来的，在这种方

法中，把给定的函数在偏微分方程中的特解作为基
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函数去近似数值解
[9]
，而不再直接作为基函数，和

Kansa 法相比，特解法的数值结果更精确有效，但

其有着径向基函数形状参数不确定的问题。

采用多项式特解作为基函数的特解法(MPPS)
[10]

求解高阶椭圆型偏微分方程的特征值问题，基于多

项式特解的基函数形状参数是确定的，解决了上述

问题，使特解法更精确，更易于实现。该方法有计

算格式简单，配置节点灵活的特点，因此可以应用

于高维的规则区域和不规则区域，是求解偏微分方

程的有效方法
[11-12]

。考虑如下特征值问题：

  ( ) ( )   ( )

( ),    0,1, , 1,

2 m

j
j

u x, y = f x, y , x, y

u g x j m x

  



   


     

，

，
(1)

其中 为 2R 中的有界区域，  为 的边界，

0 1  ,m 为 正 整 数，  为 特 征 值， f 和

( 0,1 1)jg j = , ,m - 为光滑函数。

1 多项式特解法

本节简要介绍多项式特解法求解偏微分方程

的步骤。考虑下面偏微分方程的边值问题：

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

Lu x, y = f x, y , x, y ,
Bu x, y = g x, y , x, y ,





 

(2)

上式中的 L是线性微分算子， B 是某种边界算子，

函数 ( )f x, y , ( )g x, y 是给定函数， 2R  ，  为

 的边界，假设(2)的解 ( )u x, y 可以表示为：

0 0

ˆ( ) ( ) ( ),
s i

ij
ij p

i= j=
u x, y u x, y = a u x, y (3)

其中 ija 是待定系数，则方程(2)可以表示：

0 0

0 0

( ) ( ) 1,2

( ) ( ) 1 2

s i
ij

ij p k k k k i
i= j=

s i
ij

ij p k k k k i i
i= j=

a Lu x , y = f x , y , k = , ,n ,

a Bu x , y = g x , y , k = n + ,n + , ,n,
















(4)
其中：

( ) , 0 ,0 ,ij i- j j
pLu x, y = x y j i i s    (5)

本文采用配点法，设 in 是计算域 中的内点数， bn

是  中的边界点数，配置点的总数为 i bn n n  ，

   1

in
i i i=

x , y 是 计 算 域  内 的 内 点 的 集 合 ，

   1i

n
i i i=n +

x , y 是  上的边界点，把式(5)代入方程

组(4)可以得到：

0 0

0 0

( )    1,2

( ) ( ) 1 2

s i
i- j j

ij k k k k i
i= j=

s i
ij

ij p k k k k i i
i= j=

a x y = f x ,y , k = , ,n ,

a Bu x ,y = g x ,y ,k = n + ,n + , ,n,
















(6)
利用最小二乘法求得方程组(6)的最小二乘解，

得到：

   00 10 11 20 21 22ij ssa = a ,a ,a ,a ,a ,a , ,a ，

式 (3)结合计算得到的待定系数 ija 给出近似解

ˆ( , )u x y 。

定理 1.1[10] 对于如下常系数二维二阶偏微分

方程的一般形式，给出了求解偏微分方程的步骤：

2 2

1 2 32 2

4 5 6 ,

2
p p p

p p m n
p

u u u
a a a

x x y y
u u

a a a u = x y
x y

  
  

   
 

 
 

(7)

其中 6 1i i=
a 是常实数且 6 0a  ，m,n为正整数，则

式(7)的特解为：

 
06 6

1 -1 ,
kN

k m n
p

k=
u = L x y

a a
 
 
 

 (8)

其中 N = m+ n ，

2 2 2

1 2 3 4 52 2 ,L = a a a a a
x x y y x y
    

   
     

证明 式(7)可以写成：

6( ) ,m n
pL+ a I u = x y (9)

其中 I 是单位算子，式(9)又可以改写成以下形式：

 6
6

,m n
p

LI + a u = x y
a

 
 
 

(10)

由于 L是含有各种偏导数的线性偏微分算子，因此

1 0m+n+ m nL (x y )= ，因此下面定义是成立的：
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1

6

,
N+

m n m nLI + x y = x y
a

  
     

(11)

其中 N m n  ，通过直接代数分解，有：

1

06 6 6

1 ,
N+ kN

k

k=

L L -I + = I + L
a a a

     
     
     

 (12)

综上有：

 
06 6

1 ,
kN

k m n m n

k=

L -I + L x y = x y
a a

   
   
   

 (13)

联立式(10)和式(13)，有以下等式成立：

6
0 6

1 ( ),
kN

k m n
p

k=

-a u = L x y
a

 
 
 

 (14)

因此，得到了上述偏微分算子的特解 pu :

06 6

1 1 ( ),
kN

k m n
p

k=

-u = L x y
a a

 
 
 

 (15)

此生成特解 pu 的方法可以推广到更高阶的常系数

偏微分算子上，在此不再证明。

2 数值结果

为了衡量多项式特解法的精度和准确性，采用

如下形式的均方根误差(RMSE )和相对于 x的导数

的均方根误差(RMSEx )，定义如下：

2

1

1 ˆRMSE ,
tn

j j
j=t

u - u
n

  (16)

2

1

ˆ1RMSEx ,
tn

j j

j=t

u u
n x x

 
 

  (17)

其中， tn 是区域 内测试点的数量， ˆ ju 和 ju 分别

是第 j 个测试点的近似解和实际解。

文章所有的插值点都是由蒙特卡罗方法生成

的随机点[13]，此外，文章使用的多尺度技巧是一种

预处理技巧[14]，减小了多项式特解法生成矩阵的条

件数，使得多项式基函数在多项式基函数阶数变大

时是稳定的。

例 2.1 参数 1 1= ,m = 的线性椭圆型方程的

特征值问题

 
0

( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( ) ,

- u x, y = f x, y ,  x, y
u x, y = g x, y ,  x, y

 



  



(18)

式(18)的解析解为：

( ) sin( )sin( ) cos( )cos( )u x, y x y x y  ，

本文的数值例子均考虑规则的单位方形区域，其参

数方程式如下：

 ( ) : 0 1,0 1 ,x, y x y     

 ( ) : 0 1,0 1 ,x, y x y     

单位方形区域的剖面图如图 1所示。

算子

2 2

2 2x y
 

  
 

，

( ) ( 2 )(sin( )sin( ) cos( )cos( )),f x, y x y x y   

0 ( ) sin( )sin( ) cos( )cos( )g x, y = x y + x y ,

内点、边界点和测试点的数目分别为 3000个、600

个和 441个，这些点是随机分布的。

图 1 计算域 剖面图

Fig. 1 The profile of the computational domain 

图 2给出了不同的误差对比图，结果表明，

100  ， 200  和 300  的 RMSEx 在精度上

差别不大，随着多项式基函数阶的变大，RMSEx 均

逐渐降低至 10-14，并保持稳定，表明 2阶的线性椭

圆型偏微分方程的特征值问题在多项式基函数阶

为 15 阶后是十分稳定的。在图 3 中，比较了使用

多尺度技巧和不使用多尺度技巧时，不同阶的多项

式基函数的RMSE。其中使用了多尺度技巧的多项

式特解法，其RMSE随着多项式基函数阶数的增加

逐渐减小至 10-15并保持稳定，而未使用多尺度技巧

的多项式特解法，从多项式基函数的阶为 18 阶开
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始，其RMSE陡然增长，得到较大误差。

图 2 不同误差对比图

Fig.2 Comparison diagram of different  RMSEx

图3 使用多尺度技巧和不使用多尺度技巧的误差图

Fig.3 RMSE graphs with and without multiscale techniques

表1对比了2阶椭圆型方程的三种特征值的

RMSE，结果表明，对于多项式特解法求解高阶椭

圆型方程，RMSE都非常稳定，误差十分小，分别

保持在10-15、10-14左右。由于多尺度技巧在解决合

成矩阵病态问题和提高数值精度方面有关键作用，

所以本文所有例子都会使用这种技巧

表1 2阶椭圆型方程在不同阶数多项式基函数下的不同

的 RMSE 对比

Table 1 RMSE comparison of different  for second order

elliptic equations under
polynomial basis functions of different orders

Polynomial
Order

RMSE
100( ) 

RMSE
200( ) 

RMSE
300( ) 

3 2.08e－03 1.59e－03 1.52e－03

6 1.49e－06 3.15e－07 1.40e－07
9 1.80e－08 4.53e－09 1.59e－09
12 8.86e－14 8.78e－14 5.16e－14
15 4.81e－15 2.05e－15 1.68e－15
18 1.61e－14 9.06e－15 1.72e－15
21 1.13e－14 4.62e－15 2.76e－15
24 4.28e－15 3.42e－14 8.82e－15
27 4.96 e  15 7.74 e  15 2.73 e  14

例 2.2 参数 1, 2m   的线性椭圆型方程的

特征值问题。

 2

0

1

( ) ( ),    ( ) ,

( ) ( ),   ( ) ,
( ) ( ),   ( ) ,

u x, y f x, y x, y

u x, y g x, y x, y
u x, y g x, y x, y

 




    
  
   

（19）

式(19)的解析解为：

( ) sin( )sin( ) cos( )cos( )u x, y x y x y  ，算子

4 4 4
2

4 2 2 42
x x y y
  

   
   

，

( ) (4 )(sin( )sin( ) cos( )cos( ))f x, y x y x y   ，

0 ( ) sin( )sin( ) cos( )cos( )g x, y x y x y  ，

1( ) 2(sin( )sin( ) cos( )cos( ))g x, y x y x y   ，

内点、边界点和测试点的数目分别为 3000个、600

个和 441个，这些点是随机分布的。图 4给出了不

同特征值 的误差对比图，结果表明， 100  ，

200  和 300  的RMSEx 在精度上差别不大，

随着多项式基函数阶数的变大，RMSEx 均逐渐降

低至 10-15，并保持稳定，表明 4阶的线性椭圆型偏

微分方程的特征值问题在多项式基函数阶为 18 阶

后是十分稳定的。在图 5中，比较了使用多尺度技

巧和不使用多尺度技巧时，不同阶的多项式基函数

的 RMSE。其中使用了多尺度技巧的多项式特解

法，其RMSE随着多项式基函数阶数的增加逐渐减

小至 10-15并保持稳定，而未使用多尺度技巧的多项

式特解法，从多项式基函数的阶为 15 阶开始，因

为条件数过高，其RMSE陡然增长，得到较大误差。

图 4 不同λ误差对比图

Fig.4 Comparison diagram of differentλ RMSEx



井冈山大学学报（自然科学版）12

图5 使用多尺度技巧和不使用多尺度技巧的误差图

Fig.5 RMSE graphs with and without multiscale techniques

表2对比了4阶椭圆型偏微分方程的三种特征

值的RMSE，结果表明，使用多项式特解法求解

4 阶椭圆型偏微分方程，其RMSE在多项式基函数

阶数为18阶后十分小，均保持在 10-15 左右，都非

常稳定。

表2 4阶椭圆型方程在不同阶数多项式基函数下的

不同  的 RMSE对比

Table 2 RMSE comparison of different  for fourth order

elliptic equations under
polynomial basis functions of different orders

Polynomia
l Order

RMSE
100( ) 

RMSE
200( ) 

RMSE
300( ) 

3 3.73e－02 1.87e－02 1.25e－02
6 1.93e－03 6.48e－04 2.76e－04
9 2.78e－05 3.49e－05 1.84e－05
12 7.25e－12 1.99e－11 7.03e－1
15 8.76e－15 1.15e－14 2.22e－14
18 3.18e－15 4.63e－15 2.34e－15
21 1.53e－15 8.71e－16 2.16e－15
24 4.35e－15 3.41e－15 2.06e－15
27 3.09e－15 2.09e－15 1.32e－15
30 5.96e－15 2.15e－15 3.64e－15

例 2.3 参数 1, 3m   的线性椭圆型方程的

特征值问题。

 3

0

1

2
2

( ) ( ),   ( ) ,

( ) ( ),   ( ) ,
( ) ( ),   ( ) ,

( ) ( ),   ( ) ,

u x, y f x, y x, y

u x, y g x, y x, y
u x, y g x, y x, y

u x, y g x, y x, y

 






    


 


  
   

(20)

式(20)的解析解为：

( ) sin( )sin( ) cos( )cos( )u x, y x y x y  ，算子
6 6 6 6

3
6 4 2 2 4 63 3

x x y x y y
   

    
     

，

( ) ( 8 )(sin( )sin( ) cos( )cos( )),f x, y x y x y   

0 ( ) sin( )sin( ) cos( )cos( ),g x, y x y x y 

1( ) 2(sin( )sin( ) cos( )cos( )),g x, y x y x y  

2 ( ) 4(sin( )sin( ) cos( )cos( )),g x, y x y x y 

内点、边界点和测试点的数目分别为3000个、600

个和441个，这些点是随机分布的。图6给出了不同

的RMSEx对比图，结果表明6阶椭圆型偏微分方

程的3种特征值 都有较高精确度，误差都极小，

均在10-15左右保持稳定，表明6阶椭圆型偏微分方程

的特征值问题在多项式基函数的阶为18阶后是十

分稳定的。图7中，我们比较了使用多尺度技巧和

不使用多尺度技巧时，不同阶的多项式基函数的

RMSE，起初这两种方法的 RMSE均随着多项式

基函数的阶数的增大而减小，但从基函数的阶15阶

开始，不使用多尺度技巧的多项式特解法，其误差

明显增大，呈直线增长。而使用多尺度技巧的多项式

特解法的RMSE一直保持减小，逐渐减小至10-15，并保

持稳定。

图 6 不同  误差对比图

Fig.6 Comparison diagram of different  RMSEx

图 7 使用多尺度技巧和不使用多尺度技巧的误差图

Fig.7 RMSE graphs with and without multiscale techniques

表 3对比了 6阶椭圆型方程的三种特征值的

RMSE，结果表明，使用多项式特解法求解 6阶椭

圆型偏微分方程的不同特征值时，其RMSE均非常

稳定，误差十分小，保持在 10-15左右，其中 =300
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时的 RMSE 相比 =100 和 =200 时的 RMSE 变

大，误差有所提升，说明 6阶椭圆型偏微分方程特

征值的系数对其误差有影响。

表 3 6阶椭圆型方程在不同阶数多项式基函数下的不同

 的 RMSE对比

Table 3 RMSE comparison of different  for elliptic
equations of order 6 under

polynomial basis functions of different orders
Polynomial

Order
RMSE

100( ) 
RMSE

200( ) 
RMSE

300( ) 
3 3.35e－02 2.13e－02 1.78e－02
6 2.89e－02 1.46e－02 9.77e－03
9 9.57e－04 5.35e－04 4.81e－04
12 6.10e－08 3.06e－08 2.23e－08
15 1.82e－10 9.02e－11 5.96e－11
18 6.87e－15 1.17e－14 2.01e－14
21 7.38e－15 8.09e－15 1.28e－14
24 9.93e－15 7.53e－15 2.27e－14
27 8.42e－15 5.53e－15 1.47e－14
30 8.40e－15 5.31e－15 2.03e－14

例 2.4 参数 1, 4m   的线性椭圆型方程的特

征值问题。

 4

0

1

2
2

3
3

( ) ( ),  ( ) ,

( ) ( ),   ( ) ,
( ) ( ),  ( ) ,

( ) ( ),   ( ) ,

( ) ( ),   ( ) ,

u x, y f x, y x, y

u x, y g x, y x, y
u x, y g x, y x, y

u x, y g x, y x, y

u x, y g x, y x, y

    


 


  


  
    (21)

式(21)的解析解为

( ) sin( )sin( ) cos( )cos( )u x, y x y x y  ，

算子
8 8 8 8 8

4
8 6 2 4 4 2 6 84 6 4

x x y x y x y y
    

     
       

，

( ) 16 )(sin( )sin( ) cos( )cos( )),f x, y ( x y x y  

0 ( ) sin( )sin( ) cos( )cos( ),g x, y x y x y 

1( ) 2 sin( )sin( ) cos( )cos( )),g x, y ( x y x y  

2 ( ) 4 sin( )sin( ) cos( )cos( )),g x, y ( x y x y 

3 ( ) 8 sin( )sin( )) cos( )cos( )),g x, y ( x y x y  

内点、边界点和测试点的数目分别为3000个、600

个和441个，这些点是随机分布的。图8给出了不同

的误差对比图，结果表明8阶椭圆型偏微分方程

特征值问题的三种 100  、 200  和 300  都

有较高的精确度，误差都极小至10-14左右，表明8

阶椭圆型偏微分方程的特征值问题在多项式基函

数阶为21阶后是十分稳定的。在图9中，我们比较

了使用多尺度技巧和不使用多尺度技巧时，不同阶

的多项式基函数的RMSE变化，使用多尺度技巧的

误差逐渐变小至10-15左右，并持续保持稳定，精确

度较高，而不使用多尺度技巧的多项式特解法在多

项式基函数阶为15阶之后，因为条件数过高，误差

呈直线增长，变得极其不稳定。

图 8 不同误差对比图

Fig.8 Comparison diagram of different  RMSEx

图 9 使用多尺度技巧和不使用多尺度技巧的误差图
Fig.9 RMSE graphs with and without multiscale technique

表 4 对比了 8 阶椭圆型方程的三种特征值的

RMSE，结果表明，随着多项式基函数阶数的递增，

用多项式特解法求解 8阶椭圆型偏微分方程三种特

征值问题时的RMSE都非常小，其误差逐渐降低至

10-15左右，并保持稳定。

表 4 8阶椭圆型方程在不同阶数多项式基函数下的不同
的 RMSE 对比

Table 4 RMSE comparison of different  for elliptic
equations of order 8 under

polynomial basis functions of different orders

Polynomial
Order

RMSE
100( ) 

RMSE
200( ) 

RMSE
300( ) 

3 5.81e－02 3.04e－02 2.20e－02
6 5.79e－02 2.92e－02 1.95e－02
9 5.79e－02 2.92e－02 1.95e－02
12 2.36e－05 1.19e－05 8.55e－06
15 1.28e－07 6.33e－08 4.15e－08
18 5.51e－13 2.73e－13 1.80e－13
21 2.26e－14 2.70e－14 2.30e－15
24 2.28e－14 2.65e－14 6.49e－15
27 2.30e－14 2.64e－14 4.97e－15
30 2.29e－14 2.64e－14 5.36e－15
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图10比较了在同一参数 1  ， 100  下，用

多项式特解法求解2阶、4阶、6阶和8阶椭圆型偏微

分方程的精确度和稳定性，图中显示了随着多项式

基函数阶的变大，各个阶数的RMSE都呈线性递减

至10-15，并持续保持稳定，在多项式基函数的阶数

在21阶后，用多项式特解法求解8阶椭圆型方程的

RMSE最小，证明了使用多项式特解法求解高阶椭

圆型偏微分方程的特征值问题是十分有效的。

图 10 参数 1  ， 100  时不同 m的误差对比图
Fig.10 RMSE comparison diagram of different m when

parameter 1  , 100 

3 结论

和传统的数值方法例如有限差分法相比较，使

用基于径向基函数的特解法求解偏微分方程特征

值问题更高效、更简单，文章用多项式特解的基函

数代替径向基函，使用 2 2 3 21,x, y,x ,xy, y ,x ,x y, 这

组基作为特解的右端项，同时使用了多尺度技巧，

解决了产生的病态矩阵等问题，得到了稳定且精确

度较高的数值结果，降低了MATLAB程序运行的难

度，在计算上更加快捷。

本文验证了多项式特解法求解高阶椭圆型偏

微分方程特征值问题的有效性，得到了较高的精度

和很好的稳定性，进一步证明了该方法可以推广到

更高阶、更复杂的椭圆型偏微分方程的特征值问

题，或者高阶偏微分方程的边值问题等。与其他经

典的求解特征值问题的数值方法相比，多项式特解

法有以下优点：

1）多项式特解法把偏微分方程中给定函数的

特解作为基函数去近似数值解[9]，而不再直接作为

基函数，使得到的数值结果和Kansa法相比更精确；

2）多项式特解法使用基于多项式特解的形状

参数确定的基函数，解决了特解法中径向基函数形

状参数不确定的问题，和特解法相比更易于实现，

数值结果更稳定；

3）多项式特解法的精度和稳定性都极好，易

于编程，计算速度很快；

4）多项式特解法对求解高维复杂不规则域的

偏微分方程是十分有效的。
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