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具有双 Allee效应的时滞扩散捕食-食饵模型

的时空动力学
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摘 要：研究了一类具有双 Allee效应的时滞扩散捕食-食饵模型。以 Allee阈值和时滞为分支参数，利用特征方

程和分析技巧讨论了该模型正平衡点的稳定性、扩散诱发的 Turing不稳定和时滞诱发的 Hopf分支问题。最后，

通过数值模拟，获得了该模型的空间周期解和时空斑图，并验证了所得结果的正确性。
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Abstract: A delayed diffusive predator-prey model with double Allee effect was investigated in this paper. Allee
threshold value and delay was chosen as bifurcation parameter, the stability of the positive equilibrium, Turing
instability deduced by diffusion and the existence of Hopf bifurcation deduced by delay for this model were
discussed by using the characteristic equation and mathematical analysis skills. At last, by performing numerical
simulations, the spatial homogeneous periodic solution of this model was obtained, and the validity of theoretical
results was illustrated.
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捕食者和食饵之间的相互关系及其演化是生

态学和生物数学中的重要研究课题，这引起了生物

和数学领域中许多学者的极大兴趣。为了刻画捕食

者和食饵之间的交互作用及其演化，Lotka[1]和
Volterra[2]率先利用微分方程来建立种群间相互作

用的数学模型。此后，许多捕食-食饵系统被提出来

并获得了大量有意义的研究成果。1931年，美国动

物学家 Allee 提出了 Allee效应，即群居有益于种群

的生长和存活，但是种群过于稀疏或拥挤都会阻碍

其生长，并对繁殖产生副作用，每个物种都有最适
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宜生长的密度[3]。由于Allee效应对种群动力学有潜在

的影响，近年来得到了众多学者的青睐[4-10]。然而，需

要指出的是以往的文献只考虑了食饵的Allee效应，

而捕食者的 Allee 效应没有得到考虑。此外，对各

种生物种群这样一个群体仅考虑时间是不够的，由

于大多数生物种群分别活动在某个空间范围，理应

考虑空间的影响。基于以上分析，我们在经典的

Lotka-Volterra 模型基础之上引入 Allee 效应和二次

死亡率，提出如下时滞扩散捕食-食饵模型：

1

2
2

( , )( , )(1 )( ( , ) )

( , ) ( , ),

( , )( ,

   

) ( , ) ( ,
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( , )
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v v t rd v bcu t r v t r dv t r
t v t r e
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 
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    
  

 

 

  


这里， u 和 v 分别表示食饵和捕食者的密度，

2 2x y
 

  
 

为二维 Laplace算子， 1d 和 2d 分别为

食饵和捕食者的扩散速率，时滞 表示食饵成熟期，

 是食饵的自然增长率， K 为环境容纳量，a，e
分别食饵和捕食者的 Allee 效应阈值，b表示捕食者

对食饵的搜捕有效率， c为转化率， d 为二次死亡

率系数。为方便讨论起见，令u Ku ， v K v ，

t K t ，x Kx ，y Ky ， 1 1=d d ， 2 2d d  ，

a
K

  ，
bc


 ，
be
K




 ，
d
b

  ，对上面模型

作无量纲化处理并略去符号“~”，可得如下形式：
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2
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(1)
其满足如下 Neumann边界条件和初始条件：

0u v
n n
 

 
 
  ， ( , )r x y 


， 0t  ， (2)

(0, , ) 0 (0, , ) 0

( , ) [0, ] [0, ].

u x y v x y

r x y L L

 

   


， ，
(3)

本研究将利用特征方程和分析技巧讨论了模

型(1)-(3)正平衡点的稳定性、扩散诱发的 Turing不
稳定[11-12]和时滞诱发的 Hopf 分支问题，从而获得

该模型的时空动力学行为。

本模型的结构如下：在第 1节中，讨论了模型

(1)平衡点的存在性，并研究其稳定性以及扩散诱发

的 Turing不稳定和时滞诱发的 Hopf分支问题。在

第 2节中，通过数值模拟，获得了该系统的空间周

期解和时空斑图并验证了所得结果的正确性。最

后，我们对本研究作了简要讨论。

1 平衡点和稳定性分析

在本节，我们研究模型(1)平衡点的存在性和稳

定性。由模型(1)和生物意义易知，它有两个边界平

衡点 (1,0)，( ,0) 和正平衡点 ( , )u v  。接下来，我

们分四种情形讨论模型(1)正平衡点 ( , )u v  的存在

性，而 ( )u v 


   ， v满足下面方程：

2 0Av Bv C   ，

其中 2A  ， 2 22B        ，

2 2 2C         。

情形 1： 0C  且 0B  ，模型(1)只有一个正平

衡点 ( ,u )v ；

情形 2： 0C  ，模型(1)只有一个正平衡点

( , )u v  ；

情形 3： 0B  ， 0C  ， 2 4 0B AC  ，模型(1)

只有一个正平衡点 ( , )u v  ；

情形 4： 0B  ， 0C  ， 2 4 0B AC  ，模型(1)

有两个正平衡点 ( , )u v 
  和 ( , )u v 

  ，其中，

( )u v 


 
   ，

2 4=
2

B B ACv
A




  
.

我们仅对情形 4的正平衡点进行稳定性分析，

其它三种情形也可类似讨论。

1） 0  ， 1 0d  ， 2 0d 

在平衡点 ( , )u v ，对模型(1)进行线性化，可得

11 12

21 22

d ,
d
d ,
d

u a u a v
t
v a u a v
t

  

  


(4)

其中，

 
11 (1 2 )a u u   ， 

12a u  ，

2

21
va

v








 ，

 2

22 2( )
uva

v



 




 .
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设线性方程的解形式为


tu u a
e

v bv


    
          

，( , )Ta b

为待定的列向量，则对应于(4)的特征方程为
2 2

0 0 11 22 11 22 12 21( ) 0D a a a a a a           
.

当 ( , ) ( , )u v u v 
  时，则

2
2

0
( ) 4 0

( )
u vD B AC
v 

 
 



   


由此可知，模型(1)的正平衡点 ( , )u v 
  总是不

稳定的；

当 
+ +( , ) ( , )u v u v  时，则

2
2

0
( ) 4 0

( )
u vD B AC
v 

 
 



  


如果 0 0  ，则模型(1)的正平衡点 + +( , )u v  是渐近

稳定的；如果 0 0  ，则模型(1)的正平衡点 + +( , )u v 

是不稳定的。

2） 0  ， 1 0d  ， 2 0d 

在平衡点 
+ +( , ) ( , )u v u v  ，对模型(1)进行线性

化，可得

1 11 12

2 21 22

,

.

u d u a u a v
t
v d v a u a v
t

     
    
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(5)

设线性化方程(5)的解形式为

( ( ))+

+

t i k ru au
e

v bv



 



    
     

    

 
，

其中， ( , )x yk k k


和 | |k k


均为波数， i是虚数单

位，则对应于线性化方程(5)的特征方程为
2 0k kD     ，

其中， 2
0 1 2= ( )k k d d    ，

4
1 2kD d d k  2

1 22 2 11 0( )d a d a k D  。

如果 0 0  ，则对所有 0k  ，有 0k  。为使

得模型 (1)发生 Turing 不稳定，则只要存在某个

0k  使得 0kD  。为此，可得 Turing 不稳定发生

的必要条件为：

1 22 2 11 0d a d a  和 2
1 22 2 11 2 2 0( ) 4 0d a d a d d D  

此时波数 2 0

1 2
c

Dk
d d

 。

3） 0  ， 1 0d  ， 2 0d 

在平衡点 * *( , ) ( , )u v u v   ，对模型(1)进行线性

化，可得

1 111 112 12

2 21 22

,

,

u d u a u a u a v
t
v d v a u a v
t


      

    
 

(6)

其中，  
111 (1 )a u u  和  

112= ( )a u u   。取 [0, ]   ，

并设线性化方程(6)的解形式为

+

+

costu au kxe
v bv






    
     

     
，

则对应于线性化方程(6)的特征方程为
2 0k kD     ， (7)

其中，
2

1 2 111 22 1122( )k
kd d a a a e      


，

4 2

1 2 2 111 1 22 2 1124 2

111 22 12 21 112 22

( )

         

k
k kD d d d a d a d a e

a a a a a a e









    

 


 

下面我们将讨论时滞诱发Hopf分支的存在性。

为此，假设 0 0  ，则模型(1)的正平衡点 + +( , )u v  。

令 i  并代入特征方程(7)，则方程(7)可化为
2

2
1 2 111 22 1122[( ) ]ikd d a a a e i       


4

1 2 4

kd d 


2

2 111 1 22 2 112 2( )i kd a d a d a e   


111 22 12 21 112 22 0ia a a a a a e    . (8)

对(8)式分离实部与虚部，则(8)式可化为
4 2

2
1 2 2 111 1 22 111 22 12 214 2( )k kd d d a d a a a a a      
 

2

112 2 112 112 222sin ( )coska d a a a   


(9)

2

1 2 111 22 1122[( ) ] coskd d a a a      


2

2 112 112 222( )sinkd a a a 


. (10)

继而，由(9)和(10)可得
4 2 0k kP Q    (11)

其中
2 4

2
1 2 111 22 1 22 4[( ) ] 2[k

k kP d d a a d d     
 
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2
2

2 111 1 22 111 22 12 21 1122( ) ]kd a d a a a a a a   


，

4 2
2

1 2 2 111 1 22 111 22 12 214 2[ ( ) ]k
k kQ d d d a d a a a a a     
 

2
2

2 112 112 222[ ]kd a a a


.

根据一元二次方程解的判定，容易得如下结

果：

(i) 当 2 4 0k kP Q  或 0kP  ， 0kQ  或 2
kP 

4 0kQ  ， 0kP  时，则方程(11)没有解；

(ii) 当 0kQ  或 2 4 0k kP Q  ， 0kP  时，则方

程(11)有惟一解
2 4

2
k k k

k

P P Q


  
 ；

(iii) 当 2 4 0k kP Q  ， 0kP  ， 0kQ  时，则

方程(11)有两个解
2 4

2
k k k

k

P P Q
   

 。

定义如下集合 0{ |m N   当 k m 时，

(11) }方程 有正解 ，则当 = kj  时，特征方程(7)有

纯虚根 ki ；当 = kj   时，特征方程(7)有纯虚根

ki
 ；当 = kj   时，特征方程(7)有纯虚根 ki

 ，

其中

0
2=kj k

k

j 


 ，

2

2 112 112 22 1122

0 2
2 2 2

2 112 112 22 1122

( )+1= arccos
( )

k

k
k

k

kd a a a a

kd a a a a

  


 



 





，

0
2=kj k

k

j 


 
 ，

2

2 112 112 22 1122

0 2
2 2 2

2 112 112 22 1122

( )+1= arccos
( )

k

k
k

k

kd a a a a

kd a a a a

  


 










 





，

4 2
2

1 2 2 111 1 22 111 22 12 214 2( )k kd d d a d a a a a a       
 

，

2

1 2 111 222[( ) ]kd d a a    


.

接下来验证横截条件成立。为此，方程(7)两端对
求导，可得

~

1
2

2
112 2 112 111 222

(2 + )( )
( )

d e
kd a d a a a

  
  

 
  

 


.

继而，

1[Re( ) ]d
d  




 

~

2
2

112 2 112 111 222

(2 + )Re[ ]
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e
ka d a a a
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


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
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


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[ ]
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k kP Q
ka d a a a

 







 




.

从而可得， [Re( )] 0
kj

d
d  

   ， [Re( )] 0

kj

d
d  





 和

[Re( )] 0
kj

d
d  





 。

显然，对于 j N ，有 0k kj  ， 0k kj   。从

而，对于 k，定义 0 0min{ , }k k    。于是，可

得如下结论：

当   时，模型(1)的正平衡点 + +( , )u v  对于一

切 0  总是局部渐近稳定的；当   时，模型(1)

的正平衡点 + +( , )u v  当 [0, ]   时是局部渐近稳定

的，当   时是不稳定的；当   时，模型(1)

当 kj  或 _
kj 或 kj  ( k， 0j N )时在正平衡点

+ +( , )u v  处发生 Hopf分支，且分支出空间齐次周期

解( 0k  )或空间非齐次周期解( 0k  )。

2 数值计算与模拟

在本小节，我们将利用MATLAB软件对模型(1)
进行数值计算与模拟，以验证本次结果的正确性。

1） 0  ， 1 0d  ， 2 0d 

在时空斑图的模拟过程中，我们发现有多种不

同的动力学行为，并且食饵u与捕食者 v分布的变

化是一致的，因此，我们把斑图形成的分析限定到

研究一个种群的分布上。本研究仅展示食饵种群u
的分布情况。为了考察Allee效应对模型(1)的Turing
斑图的影响，我们选取参数值为 1 0.01d  ， 2 2d  ，
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3  ， 1  和 200L  并且画出分支图，见图 1。

从图 1可以看出 Turing区域位于曲线W： 0B  下

方、曲线 U： 2 4 0B AC  上方以及 Hopf分支线 H
与 Turing分支线 L之间，其余为边界曲线。在 Turing
区域中，选定 2  后，分别取 6.5  ， 6.9  ，

7.2  进行模拟，得到了相应的时空斑图，具体见

图 2。接着，选定 7  后，分别取 1  ， 1.75  ，

2.35  进行模拟，也得到了相应的时空斑图，具

体见图 3。

图 1 模型(1)的分支图
Fig. 1 The bifurcation diagram of model (1)

左图： 6.5  ，中图： 6.9  ，右图： 7.2 
图 2 食饵在 25000t  时的时空斑图

Fig. 2 Snapshots of contour pictures of the time evolution of
prey at the moment of t=25000

左图： 1  ，中图： 1.75  ，右图： 2.35 
图 3 食饵在 25000t  时的时空斑图

Fig. 3 Snapshots of contour pictures of the time evolution of
prey at the moment of t=25000,

2） 0  ， 1 0d  ， 2 0d 
为了模拟时滞对模型 (1 )动力学的影响，令

  ，并选定 1 0.01d  ， 2 2d  ， 0.02  ，

0.1  ， 1  ， L  和初始条件为 (0, )u x 
0.4930， (0, ) 0.3930v x  。当 0  时，以  为参

数 并 直 接 计 算 ， 可 得 模 型 (1) 的 正 平 衡 点

( , )u v   (0.2930,0.1930) ，且当 1.0008H  
时，模型(1)的正平衡点是局部渐近稳定的，而当

1.0008H   时，模型(1)的正平衡点 ( ,u )v 是

不稳定的。这意味着当 H  时，模型(1)在正平

衡点 ( , )u v  邻近发生 Hopf分支并分支出稳定的空

间齐次周期解，具体见图 4和图 5。

图 4 1.1 1.0008H    时，正平衡点

( , ) (0.2930,0.1930)u v   的局部渐近稳定性

Fig.4 The locally asymptotical stability of positive equilibrium

( , ) (0.2930,0.1930)u v   with 1.1 1.0008H    .

图 5 0.9 1.0008H    时，稳定的空间周期解

Fig. 5 The stable spatial periodic solutions
with 0.9 1.0008H    .
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接下来，继续考虑 0  的情形。经计算，可得

{0}  ， 0.0259 0kP    ， 1.9014kQ   510 0  。

从而有， 0 0.1585  ， 0 0.0275  。继而可得

0 1.0426   ， 0 101.2284   。 由 此 可 得 ，

0 0min{ , } 1.0426      。当 1.0426    时模

型 (1)的正平衡点是局部渐近稳定的，而当

1.0426    时模型(1)的正平衡点 ( ,u )v 是不

稳定的。这意味着当 1.0426    时，模型(1)在

正平衡点 ( , )u v  邻近发生 Hopf分支并分支出稳定

的空间齐次周期解，具体见图 6和图 7。

图 6 0.5 1.0426     时，( , ) (0.2930,0.1930)u v   的

局部渐近稳定性
Fig. 6 The locally asymptotical stability of positive

equilibrium ( , ) (0.2930,0.1930)u v  

with 0.5 1.0426     .

图 7 1.1 1.0426     时，稳定的空间周期解

Fig. 7 The stable spatial periodic solutions with
1.1 1.0426    

最后，我们对二维空间变量情形进行数值模

拟。情形(1)选取初始条件为

6

6

(0, , ) 0.2930 1 10 ( 100)( 300),
(0, , ) 0.1930 1 10 ( 100)( 300),
u x y x x
v x y y y





     


    
且时滞 分别取 0.5，1.1，2.5时，当演化时间为 500
和 L=200，得到了稳定的时空斑图，且随着时间的

变化不再发生改变，具体见图 8。

左图： 0.5  ，中图： 1.1  ，右图： 2.5 

图 8 演化时间为 500的时空斑图

Fig. 8 Snapshots of contour pictures of the time evolution of
prey at the moment of t=500 .

情形(2) 选取初始条件为

2 2

2 2

(0, , ) 0.4930,( 200) ( 200) 14400,
(0, , ) 0.3930,( 200) ( 200) 14400,
(0, , ) (0, , ) 0,

u x y x y
v x y x y
u x y v x y

     


    
   其它,

且时滞 取1.1时，获得了随时间演化的时空斑图，

具体见图 9。

左图： 0t  ，中图： 1000t  ，右图： 5000t 
图 9 选取 1.1  时的时空斑图

Fig. 9 Snapshots of contour pictures of prey as choosing
1.1  .
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3 结语

本研究了一类具有双 Allee 效应的时滞扩散捕

食-食饵模型，并讨论了该模型正平衡点的稳定性以

及扩散诱发的 Turing不稳定和时滞诱发的 Hopf分
支问题。通过数值模拟，获得了模型(1)丰富的动力

学结果，即：1) Allee阈值变化下的 Turing斑图；2)
参数  和时滞变化下的空间齐次周期解；3) 时滞

变化下的时空斑图。这是 Allee 效应、系统参数、

扩散和时滞等多因素交互作用下的结果。
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