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tanh函数法及其在Joseph-Egri方程中的推广和应用 
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摘  要：在齐次平衡原则的基础上探讨了 tanh 函数法及其一种推广的 tanh 函数法的具体解方程的步骤，应用

Joseph-Egri方程进行具体求解，得到了在不同情况下不同结果的精确解。 
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Abstract: Based on the principle of homogeneous equilibrium, this paper discusses the steps of tanh function 
method and its extended method to solve the equation. By applying the Joseph egri equation to solve the 
equation, we get the exact solutionsofdifferentresultsindifferent situations. 
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0  引言 

在现实生活当中，由于非线性偏微分方程的广

泛应用[1]，而引发对此研究的热潮。而 tanh函数法[2]

是在齐次平衡法[3]的基础之上，解非线性偏微分方

程的孤立波解，可以借助它来解 Ginzburg-Landau-
方程[4]和修改的 IBq方程[5]。但是在解题的过程中，

发现了它的局限性，由此产生后来推广的 tanh函数
法[6]。而对于推广的 tanh函数法，在解 sine-Gordon
方程、KDV方程的新式解[7]以及非线性发展方程(组)
的行波解[8]时，可以达到用 tanh函数法所不能达到
的效果。本文将以同一个 Joseph-Egri方程为例，分
别用 tanh 函数法和推广的 tanh 函数法解出它的精
确解，去直观地展示不同的精确解。 

1  tanh函数法 

对于非线性微分方程，假定其一般形式为      
( , , , ) 0t x xxP u u u u =            (1.1) 

第 1 步：一般情况下，取 ( )u u ξ= ，

x ctξ = − ，将方程转化为关于ξ 的常微分方程 

( , , , , ) 0Q u u u u′ ′′ ′′′ =L             (1.2) 

第 2步：引入一个独立的新变量 
tanh( ),Y x ctξ ξ= = −                 (1.3) 

即有： 
21Y Y′ = −  

第 3步：假设方程可以得到 tanh函数多项式
如下形式的解： 
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u a Yξ
=

= ∑ ， tanh( )Y ξ=         (1.4) 

其中系数 ( 0,1, , )ia i m= L 为待定系数，m 为正整

数，则可以得到： 
2

0 1 2( ) m
mu a a Y a Y a Yξ = + + + +L  

由此根据齐次平衡原则，将平衡方程中的最高阶

非线性项的幂次与线性最高阶导数项的幂次相

等，可确定参数 m。 
第 4步：将确定的阶数代入(1.2)式中，并且

合并 Y的同次幂系数，将其各项系数化为零，可
以得到关于待定参数 ( 0,1, , )ia i m= L ，c 的非线

性代数方程组，从中解出 ( 0,1, , )ia i m= L ，c。 

第 5 步：把 ( 0,1, , )ia i m= L ，c 代入(1.3)式

和(1.4)式中得到非线性方程(1.1)的精确解。 

2  推广的 tanh函数法 

推广的 tanh 函数法是将双曲正切函数
tanh( )ξ 与双曲余切函数 coth( )ξ 同时考虑在内，

其他步骤与 tanh函数法一样，只是将 tanh函数法
中解的形式变成具有两个变元形式的多项式。令

方程的解为如下形式 

0 1
( )

m m
i i

i i
i i

u a Y bYξ −

= =

= +∑ ∑          (2.1) 

且 2 2 0m ma b+ ≠ ， ( 0,1, 2, )ia i m= L ， ( 1, 2, , )ib i m= L

为待定参数，m为正整数。 

3  基于 tanh 函数法的 Joseph-Egri 方

程求解 

对于 Joseph-Egri方程 
0t x xxt xu uu u uβ+ + + =         (3.1) 

对于方程(3.1)作行波变换 ( ),u u x ctξ ξ= = − ，

方程(3.1)化为关于变量ζ 的常微分方程，再对于ζ

求积分，并且积分常数取零，得出  
2

0
2
ucu u cuβ ′′− + + − =           (3.2) 

令 方 程 的 解 为 如 下 形 式 ， 其 中 系 数

( 0,1, 2, )ia i m= L 为待定系数，m为正整数。  

0
( )

m
i

i
i

u a Yξ
=

= ∑ ， tanh( )Y ξ=         (3.3) 

对于双曲正切函数 

tanh( )Y ξ= ， 21Y Y′ = −        (3.4) 

又因为 
2

0 1 2( ) m
mu a a Y a Y a Yξ = + + + +L  

根据齐次平衡法可得，最高阶导数项 ( )u ξ′′ 和 2 ( )u ξ

的最高次幂相等，即 2 2m m+ = ，由此确定出

2m = 。 
于是方程(3.2)的解为 

2
0 1 2u a a Y a Y= + +            (3.5) 

由此分别得到 cu− ，
2

2
u
，u′′，并将其代入(3.2)式

变成 

)

2 2 4 32
0 1 2 0 1 2 1 2

22
2 4 301

0 2 0 1 2 1

2
2 1 2

        
2

          (6 2
2 2

          8 2 2 0

aa a Y a Y ca ca Y ca Y Y a a Y

aaa a Y a a Y c a Y a Y

a Y a Y a

β

+ + − − − + + +

 
+ + + − + − 

 
− + =

 
再合并 Y的同次幂，并令 Y的各个次幂的系数为
零，可以得到一组方程得到关于 0 1 2, , ,a a a c的非

线性代数方程组。从而解方程组可得两组解： 

0 1 2

0 1 2

4 12 1(1) , 0, ,
4 1 1 4 1 4

4 12 1(2) , 0, ,
4 1 1 4 1 4

a a a c

a a a c

β β
β β β

β β
β β β

−
= = = =

− − −
−

= = = =
+ + +

 

得到 Joseph-Egri方程的精确解为 

2
1

2
2

4 12 1tanh
4 1 1 4 1 4

12 12 1tanh
4 1 1 4 1 4

u x t

u x t

β β
β β β

β β
β β β

 −
= + − − − − 

 −
= + − + + + 

 

 
图 1 3β = 时， 1u 的波形图 

Fig.1  Waveform of 1u  when 3β =  
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4  基于推广的 tanh 函数法的 Joseph- 

Egri方程求解 

现在继续考虑 Joseph-Egri方程 
+ + 0t x x xxtu u uu uβ+ =          （4.1） 

对于方程(4.1)作行波变换 ( ),u u x ctξ ξ= = − ，方程

(4.1)化为关于变量ξ 的常微分方程，再对于ξ 求积
分，并且积分常数取零，得出  

2

0
2
ucu u cuβ ′′− + + − =            (4.2) 

并且令方程的解为如下形式 

0 1
( )

m m
i i

i i
i i

u a Y bYξ −

= =

= +∑ ∑ ， tanh( )Y ξ=      (4.3) 

其中系数 ( 0,1, , )ia i m= L ， ( 1, 2,3, , )ib i m= L 为待

定参数，m正整数，且 2 2 0m ma b+ ≠ 。 

对于双曲正切函数 

tanh( )Y ξ= ， 21Y Y′ = −        (4.4) 

又因为 
2

0 1 2
1 2

1 2

( )

    m m
m m

u a a Y a Y

a Y bY b Y b Y

ξ
− − −

= + + + +

+ + + +

L
L

 

根据齐次平衡法，最高阶导数项 ( )u ξ′′ 和 2 ( )u ξ 的最

高次幂相等，即 2 2m m+ = ，由此确定出 2m = 。 
于是可以得出方程(4.2)的解为 

2 1 2
0 1 2 2

b bu a a Y a Y
Y Y

= + + + +         (4.5) 

现将(4.5)分别化为 cu− ，
2

2
u
，u′′并将其分别代入

(4.2)式，可得出 

( )

2 21 2
0 1 2 0 1 22

2 2
4 3 21 2 2 1

1 2 0 22

2
0 0 1 1 2

0 1 2 1 1 1 2 2

2 2
1 2

0 2
4 3 21 2

2 1 22 3 4

1 2 2

    
2 2

    
2

2 2    (6 2 8

     2 (2 2 )

b ba a Y a Y ca caY ca Y
Y Y

cb cb a aY a a Y a a Y
Y Y

a a b a ba a a b Y a b a b
Y

b ba b bb c a Y aY a Y
Y Y Y

aY a b

β

+ + + + − − − −

 
− + + + + + 

 
  +

+ + + + + + 
 

+
+ + − + − −

+ + 1 2 1 2
2 3 4

2 8 2 6 0b b b b
Y Y Y Y

− − + + =


 

再合并同类项次幂，并令 Y各次幂的系数为零，得
到关于 0 1 2 1 2, , , , ,a a a b b c，的非线性代数方程组，从

而对方程组求解可得： 

0 1 2 2

1 22 2

32 12, 0,
1 32 256 40 1

1 12, 0,
256 40 1 256 40 1

a a a

c b b

β β
β β β

β
β β β β

= = =
− − +

= = =
− + − +

 

所以得到 Joseph-Egri方程的精确解为 

2

2
2

2
2 2

32 12
1 32 256 40 1

1    tanh
256 40 1

12 1    coth
256 40 1 256 40 1

u

x t

x t

β β
β β β

β β

β
β β β β

= + ⋅
− − +

 
− + − + 

 
− − + − + 

 

 

图 2  β＝3时， u的波形图 

Fig.2  Waveform of u whenβ＝3 
 

由图 1和图 2进行直观地对比，tanh函数法比
推广的方法更局限，从两个波形图就可以看出，只

从 x-质点坐标定下时与 u-位移联系来看，用 tanh

函数法会使解的形式更加的单一，会使一部分解丢

失。而推广的方法相对于原来的 tanh函数法能解出
更多丰富的解，从而更加的有优势。 

5  总结 

本文是在利用齐次平衡原则的基础上，先是通

过 tanh 函数法求 Joseph-Egri 方程，从而求解出
Joseph-Egri方程的精确解，然后为了进一步研究不
同形式下的孤立波解，应用推广形式下的 tanh函数
法求解 Joseph-Egri方程。虽然求解过程相较于 tanh

函数法更为复杂，但由于考虑了更精确解的情况，

得到了在各种不同类型下的解的情况。 
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