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交换折叠超立方体的连通度 
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摘  要：P.K.K.Loh等人从超立方体 nQ 中系统地移除了一些边后获得了交换超立方体 ),( tsEH 。李等人在 ),( tsEH
的基础上增加了一些边获得了一个新的互联网络交换折叠超立方体 ),( tsEH 。连通度是衡量网络容错性的一个重

要参数，并且连通度越大网络越可靠。本文证明了 ),( tsEH 的连通度等于其最小度。 

关键词：超立方体；折叠超立方体；交换折叠超立方体；连通度 

中图分类号：O157.5         文献标识码：A           DOI:10.3969/j.issn.1674-8085.2019.04.002 
 

THE CONNECTIVITY OF EXCHANGED FOLDED  HYPERCUBE 
*CAI Xue-peng, YANG Wei, REN Bai-tong, FENG Miao-miao 

(College of Mathematics and Physics, Xinjiang Agricultural University, Urumqi, Xinjiang 830052, China) 

Abstract: The exchanged hypercube ),( tsEH , proposed by P.K.K.Loh et. al., was obtained by systematically 
removing links from a binary hypercube nQ . Li. et. al. proposed a new interconnection network,  which was 
named exchanged folded hypercube ),( tsEH  and was basically a standard exchanged hypercube with some 
extra edges constructed between the nodes.  The connectivity was an important measurement for fault-tolerance 
of the network.The larger connectivity is, the more reliable the network is. In this work we will show that the 
connectivity of ),( tsEH  is equal to its minimum degree. 
Key words: hypercube; folded hypercube; exchanged folded hypercube; connectivity 
 

0  引言 

随着计算机的飞速发展,信息化和数字化技术

的不断进步，许多实际问题的数学模型使离散型结

构上的数字化技术得到了更多人的关注,图的连通

度理论[1-7]作为离散数学的一个重要的组成部分。多

处理器系统由两个或两个以上的处理器构成,处理

器交换各种信息是用消息协议通过互联网络传播

的。在大规模集成(VLSI)技术和圆片规模集成技术
(WSI)领域的最新进步已经能使含有非常多的处理
器数量的处理器系统实现信息交流。因为增加的多

处理器系统中处理器的数量、多处理器系统的可靠

性和容错性的研究已经成为一个活跃的热门的研

究领域，因此受到了国际数学界与工程界越来越广

泛的重视。 

本文仅考虑有限的、无向的、简单的并且连通

的图[1,8-9]。 

设 ( , )G G V E= 是一个图。对于图 G 中两个子

图 H和 K ，记G H 是点集 ( ) ( )V G V H 诱导的子

图。设 ( ) HN K 是在H中且与K中的点相邻的点的

集合。特殊地，如果  { }K v= ，可记作 ( ) HN v 。设

( )( )G Gvd N v= 是 点  v 在 图  G 中 的 度 ， 设
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{ } [ ] ( ) G GN v N v v= ∪ 。如果不产生歧义，我们可省

略 下 标 即 记 为 ( ) ( ) [ ], ,  d v N v N v 。 ( )Gδ =  

min{ ( )}
v G

d v
∈

表示图 G的最小度。 

设  ( )S V G⊆ (或者  ( )S E G⊆ )，如果  -G S是不

连通的或者平凡的，则称  S是图  G的一个点割（或
者边割）。连通度（或者边连通度）是衡量网络可

靠性的一个重要参数。图  G的连通度  ( )Gκ （或者

边连通度  ( )Gλ ）是图  G中最小点割（或者边割）

的基数。我们知道  ( ) ( ) ( ) G G Gκ λ δ≤ ≤ ，并且

 ( )Gκ （或者  ( )Gλ ）越大图  G就越可靠。 

互联网络的拓扑结构经常被表示成一个连通

的图，其中图的点和边分别表示互联网络的处理器

和互联网络的连接线
[9]
。在平行计算系统中， n维

超立方体  nQ [10]
,  n维折叠超立方体  nF Q [11]

和交

叉超立方体 ( ) ,EH s t [12]
是三个重要的互联网络。

基于这三个网络，李
[13]
等人在 2005年提出了一个

新的网络交换折叠超立方体 ( ) ,EFH s t 。 ( ) ,EFH s t

是在 ( ) ,EH s t 的基础上增加了一些额外的边获得

的，并且这些边称为补边。交换折叠超立方体有许

多重要的特性，比如它有短的直径和低消费因子。

最近，K.Bhavani [14]
等人研究了交换折叠超立方体

中的短路径问题。有关交换折叠超立方体的详细内

容参见文献[13-14]。 

我们都知道 ( ) ( )n nQ Q nκ λ= = 。马
[2]
证明了

( )( ) ( )( ), , 1EH s t EH s t sκ λ= = + ，其中1   s t≤ ≤ 。

本文将证明 ( )( ) ( )( ), , 2EFH s t EFH s t sκ λ= = + ，

1   s t≤ ≤ 。 

1  预备知识 

一个二进制 n元字符串 021  xxx=x n-n- L 的第 i个

字符 ix 记为 x[i], 10  n- i ≤≤ 。 

记 ji-i xxxi:jx L1][ = . 021 x xx=x n-n- L ，其中

ii xx −= 1 。设 021  yyy=y n-n- L ， ∑
−

=

−=
1

0

),(
n

i
ii yxyxH

称为 021  xxx=x n-n- L 与 021  yyy=y n-n- L 的哈密顿距离。 

定义 1.1 [2] 设交换超立方体 EH(s,t)=G(V,E),s,t

是正整数。交换超立方体 EH(s,t)的点集 

1 2 0 1 2 0( ( )) { s- s- t - t - i jV EH s,t = a a a b b  b c | a ,b ,L L  

{0 1} 0 1 0 1}c , ,  i s - ,  j t -∈ ≤ ≤ ≤ ≤ ， 

边集 ×∈ )(()(){())(( s,tEHVu,v| u,v=s,tEHE  

)}(( s,tEHV  是由三种类型的边 321 E,E,E 构成。 

其中 
].0[]0[]1[]1[1  vu,s+t:=vs+t:u：E ≠   

.==v,u=s+t:t+,vs+t:t+uH,t:=vt:u：E 0]0[]0[1])1[]1[(]1[]1[2  

1]0[]0[1])1[]1[(]1[]1[3 ==v,u=t:,vt:u,Hs+t:t+=vs+t:t+: uE  

通 过 定 义 ， 立 即 可 得 EH(s,t) 的 点 数
12)),(( ++= tstsEHV ，EH(s,t)的边数 =))((( s,tEHE  

12)2( ++++ tsts 。设 ))(()( s,tEHEu,v ∈ ，对某个

1 2 3i , , , , s t= ⋅⋅⋅ + ， ][][ iviu = 且 ][][ jvju ≠ ， ij ≠ ，

此时称边(u,v)是 -i 边。如果 EH(s,t)中两个点u和v
通过 -i 边相邻，则称u和v沿维数 i相邻。我们也称
u是v的 i-邻点，记作 )(unv i= 。因为EH(s,t)是 nQ

的一个子图，所以EH(s,t)是一个二部图。 

定义 1.2 [13] 交换折叠超立方体，记为EFH(s,t),

它是由交换超立方体 EH(s,t)中的任意两个互补的

点 c bbbaaau t-t-s-s- 021021 LL= 和 1 2s- s-u a a= L 

0 1 2 0t - t-a b b  b cL 增加一条边后得到的。这些新增加

的边称为 EFH(s,t)的补边, 它们构成的集合记为

4E 。 

EH(1,2)和 EFH(1,2)的图见图 1。 

 
图 1  EH(1,2)和 EFH(1,2) 

Fig.1 EH(1,2) and EFH(1,2) 

通过定义 1.2，EFH(s,t)中点数 ,V(EFH(s t)) =  
12s t+ + ，EFH(s,t)包含四种不同类型的边。 1E 型边：

tsE += 21 条， 2E 型边： 11
2 222 t-st-s ttE +=×= 条， 3E

型边： 1
3 2 2t s-E s= × = 12s t-s + 条， 4E 型边： 4 2s tE +=

条。EFH(s,t)中边的总数 1 2 3 4E E E E E= + + + =  
1( 4) 2s t -s t ++ + ⋅ ，设 )V(EFH(s,t)u ∈ ，如果 [0] 0u = ，
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则 2+= sd(u) ，否则 2+= td(u) 。 

引 理 1.1[2] 1+== sλ(EH(s,t))κ(EH(s,t)) ，

ts ≤≤1 。 
引理 1.2 [12]  EH(s,t)同构与EH(t,s)。 

引理 1.3 [13]  EFH(s,t)同构与EFH(t,s)。 
通过引理 1.2和引理 1.3，我们可以在下面讨论

中设 ts ≤ ，则 1+= sδ(EH(s,t)) 且 2+= s)δ(EFH(s,t) 。 

引理 1.4 [12] EH(s,t)可分解成两个 ,t)EH(s 1−

或两个 )EH(s,t 1− 。 

引理 1.5 [12] EH(s,t)是 2-连通的。 

引理 1.6 [13] EFH(s,t)是 2-连通的。 

2  交换折叠超立方体的连通度 

引理 2.1 31 ≥,t))κ(EFH( ， 1t ≥ 。 

证明：设 F 是 EFH(s,t)中的任意一个点集且
2≤F ，我们将证明 FEFH(s,t)− 是连通的。 

1=t 时，结论明显成立。 

现设 2≥t ，EFH(s,t)可被分解成为子图 1L 和子
图 1R ，其中 

{ }{ }1110011 −≤≤∈= − tj,,,ca,bcab)V(L jt L ， 

{ }{ }1110111 −≤≤∈= − tj,,,ca,bcab)V(R jt L  

1L 和 1R 分别是由点集 )V(L1 和 )V(R1 诱导的子图。明

显地， 1L 和 1R 都同构于 ),tEH( 11 − ，并且连接 1L 和

1R 的边都是由 3E 和 4E 构成。 

方便起见，设 11
LFFL ∩= 且 11

RFFR ∩= 。不

失一般性，我们可以假设
11 RL FF ≥ ，则 1

1
≤RF 。 

因为 1R 同构于 ),tEH( 11 − ，由引理 1.1 知，

11 RFR − 是连通的。下面证明 11 LFL − 中的任何一个

点通过一条路与 11 RFR − 中的一个点连通。考虑下面

两种情形： 
情形 1. 设 u=abt-1…b101，则 11112 bab(u)n t L−=

是u在 1R 中的一个邻点。如果
12 RF(u)n ∉ ，则结论

成立。因此假设
12 RF(u)n ∈ ，那么u是u通过 4E 中

的一条边相连的邻点。通过定义， 1Ru ∈ ，则设

uuP =1 是连接u到 1R 中点的一条路。 

情形 2. 设 0011...babu t−= ，注意到 N(u) =  

{ }1
3LN (u) u∪ = 且 1Ru ∈ 。如果

1RFu ∉ ，结论成立。

因此假设
1RFu ∈ ，有 2

1
=(u)N L 。设

1LN (u) =  

{ }1 2u ,u ，这里 00a 111 bbu t L−= ， 01112 babu t L−= 。

如果 { }1,uuF = ，设 222 uuuP = 是一条连接u到 2u 的

路， 12 Ru ∈ 。如果 { }2,uuF = ，设 112 uuuP = 是一条

连接u到 1u 的路， 11 Ru ∈ 。因此证明完成。 

定理 2.1 2,1κ(EFH(s,t)) s s t= + ≤ ≤ 。 

证明：EFH(s,t)可分解成两个子图 L和 R，其中 
{ }{ }1020100 0102 −≤≤−≤≤∈= −− tj,si,,,c,bacbbaaV(L) jits LL  
{ }{ }1020101 0102 −≤≤−≤≤∈= −− tj,si,,,c,bacbbaaV(R) jits LL  

L和 R分别是由点集V(L)和V(R)诱导的子图。明显
地， L和 R都同构于 ,t)EH(s 1− ，并且 L和 R之间
的边是由 2E 和 4E 构成。 

如果 1=s ，则 32 =+= s)δ(EFH(s,t) ，由引理

2.1，可以得到 32 =+= s)κ(EFH(s,t) 。 

设 1≥s ，由引理 1.1，可知 sκ(R)κ(L) == 。设

S是EFH(s,t)的一个最小的点割，令 

{ }{ }10201010 0102 −≤≤−≤≤∈= −− tj,si,,,babbaaA jits LL  

{ }{ }10201000 0102 −≤≤−≤≤∈= −− tj,si,,,babbaaB jits LL
 

{ }{ }10201001 0102 −≤≤−≤≤∈= −− tj,si,,,babbaaC jits LL  

{ }{ }10201011 0102 −≤≤−≤≤∈= −− tj,si,,,babbaaD jits LL  

则有 V(L)BA =∪ 且 V(R)DC =∪ 。A与B（C与D）

之间的边位于 1E 中且构成由点集 D)B(CA ∪∪ 诱

导的子图的一个完美匹配。B与C之间的边位于 2E
中且构成了由点集 CB ∪ 诱导的子图的一个完美匹

配。 A与C（B与D）之间的边位于 E4 中且构成

了由点集 D)C(CA ∪∪ 诱导的子图的一个完美匹配。 

下面分两种情形计算 S 。 

情形 1. SL − 和 SR − 都连通。 
我们容易知 4E 中每条边的至少一个端点都属

于 S。即有 2222 1
4 ≥≥+>>≥≥ ++ s,tsES sts 。此

时EFH(s,t)-S是连通的，这与 S是点割矛盾。 

情形 2. SL − 或者 SR − 不连通。 
不失一般性，假设 SL − 是不连通的。通过引理

1.1，S在L中至少有 s个点。方便起见设 LSSL ∩=

且 RSSR ∩= 。 

如果 1≤RS ，设 BSH ∩= 且 ASF ∩= 。令
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AK ⊆ ，K中的每一个点通过 1E 中的边在H 中都

有一个匹配点（见图 2）， 那么 HK = 。 

 

图 2  定理 2.1证明中情形 2的解释 
Fig.2  Illustration of the proof of Case 2 of Theorem 2.1 

 

由于 R 同构于 ,t)EH(s 1− 并且 ,t)EH(s 1− 是

−2 连通的，因此可知 RSR − 是连通的。因为 HB −

中的每一个点在 R 都有两个邻点，所以由点集
H)(BV(R) −∪ 诱导的子图 Q是连通的。因此移除 S

必须使得 K 中的某个点 v 与 Q 不连通。通过

EFH(s,t)的定义，可知 t(v)N A = 且 1=(v)NH 且

{ }v(v)NC = 。如果 RSv ∉ ，那么点 v与Q通过 4E 中

的一条边相连，矛盾产生。现在假设 RSv ∈ ，则

F(v)N KA ⊆− 。否则 v在 FKA −− 中至少有一个邻

点w，并且v通过点w和 1E 中的边与Q连通，因此

与 { } 22 +≥+=≥++= stN(v)vFHS 。 

设 2≥RS ，则 2+≥ sS 。 

由于 2+= s)δ(EFH(s,t) ，则 2+≤ s)κ(EFH(s,t) 。

又因为 S 是一个最小的点割且 2+≥ sS ，可得

2+≥ s)κ(EFH(s,t) ，即 2+= s)κ(EFH(s,t) 。 

由 ( ( )) ( ( )) ( ( ))κ EFH s,t λ EFH s,t δ EFH s,t≤ ≤ ，有

以下的定理 2.2。 
定理 2.2  2+= s)λ(EFH(s,t) ， ts ≤≤1 。 

3  小结 

本文主要研究了衡量交换折叠超立方体网络

),( tsEFH 的可靠性的两个重要参数连通度和边连

通度，最终决定了 ( ( )) ( ( )) 2,κ EFH s,t λ EFH s,t s s t= = + ≤ 。 
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