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摘  要：在分形集上建立了涉及二阶局部分数阶导数的局部分数阶积分的恒等式。利用这个恒等式得到局部分数

阶积分的广义 Ostrowski型双边不等式。 利用局部分数阶广义 Grüss不等式，得到局部分数阶的广义 Ostrowski - 

Grüss型不等式。 
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OSTROWSKI TYPE INEQUALITIES AND OSTROWSKI-GRÜSS TYPE 
INEQUALITIES ON FRACTAL SETS  

*SHI Tong-ye1，ZENG Zhi-hong2 
(1. PLA Naval Command College, Nanjing, Jiangsu 211800, China;  
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Abstract: In this paper, first, local fractional integral identity involving second order local fractional derivatives is 
established on fractal sets. Second, generalized Ostrowski type double inequalities on fractal sets are obtained by 
using this identity.  In the end, generalized Ostrowski-Grüss type inequalities on fractal sets are obtained by 
using generalized Grüss type inequality. 
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设 f：[a，b]→R 二次可微，对任意 x∈[a，b]
有 γ≤f″(x)≤Γ，文献[1]和文献[2]分别建立了双边不
等式(1)和(2)，文献[3]建立了双边积分不等式(3)和
(4)。 
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文献[3]举例说明了式(1)与式(3)式(2)与式(4)均
不分强弱。最近，文献[4]将式(3)、(4)推广到分形
集上。 
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关于分形空间上的局部分数阶微积分的相关

理论可见文献[5-6]。设 αR (0<α≤1)是分形实线的 α
型集合， αααα R,, ∈cba ，则在这个分形集中有如下

运算律： 

1)  ααα R∈+ ba ， ααα R∈ba ； 

2)  ( ) ( )αααααα abbaabba +=+=+=+ ； 

3)  ( ) ( ) αααααα cbacba ++=++ ； 

4)  ( ) ( )αααααα baababba === ； 

5)  ( ) ( ) αααααα cbacba = ； 

6)  ( ) ααααααα cabacba +=+ ； 

7)  ααααα aaa =+=+ 00 ， 

   ααααα aaa ==11 。 
下面使用Gao-Yang-Kang的方法来描述局部分

数阶的导数和积分。 

定义 1[5-6]  设 αRR: →f 是不可微函数，如果

对任意 0>ε ，存在 0>δ ，使得当 δ<− 0xx 时，
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定义 3[5]  设 [ ]baCf ,α∈ ，f 在点[ ]ba, 上的 α
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引理 1[5]  对任意 R∈k ，有 
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在闭区间上局部分数阶连续的函数是局部分

数阶可积的。局部分数阶定积分有与黎曼定积分类
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引理 3
[7]  设 f(x)在[a，b]上连续，函数 x=g(t)
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将式(8)~(11)相加并整理，则式(7)得证。 
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文献[4]通过建立式(13)和式(14)，得到双边不
等式(5)和式(6)。 
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证明  利用引理 1和引理 3容易得证，略去过
程。 
引理 6  设函数 h(t)如引理 4所定义， 

[ ]
( ) ==

∈
thM

bat ,
sup：  

α2

2
,,

2
max 















 −−

−+ caxxcba
， 

则有 

当 0≤c<
3

ab − 且 a≤x<
4

3 cba −+ ，或者
3

ab −
≤

c<
2

ab −
且 a≤x<

2
2cba −+
时， xcbaM −

−+
=

2
； 

当 0≤c<
3

ab −
且

4
3 cba −+

≤x≤
2

ba +
，或者

3
ab −
≤c<

2
ab −
且

2
ca + ≤x≤

2
ba +
，或者 c≥

2
ab −
且 x=

2
ba +
时， axM −= ； 

当
3

ab −
≤c<

2
ab −
且

2
2cba −+
≤x<

2
ca + ，或
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者 c≥
2

ab −
且 a≤x<

2
ca + 时，

2
cM = 。 

定理 3
[10](Ostrowski不等式)  设 f：[a，b]→R

在[a，b]上连续，在(a，b)上可微，且对任意 ( )bax ,∈

有 ( )xf ′ ≤M，则有 

( ) ( )∫−
−

b

a
ttf

ab
xf d1

≤ 

















 +

−+





 −

−

22

22
baxab

ab
M  

文献[11] 通过建立广义 Montgomery恒等式，
在分形集上给出广义 Ostrowski不等式。 
定理 4

[12](Grüss不等式)  设 f，g在[a，b]上可
积，m1≤f(x)≤M1，m2≤g(x)≤M2，x∈[a，b]，则
有 

( ) ( )
( )

( ) ( )∫∫∫ −
−

−

b

a

b

a

b

a
xxgxxf

ab
xxgxf

ab
dd1d1

2
 

≤ ( )( )22114
1 mMmM −− 。 

文献[13]首次建立了 Ostrowski-Grüss 型不等
式。 

定理 5
[13]  设区间 R⊆I ，

oI 是 I 的内部，

R: →If ， oIba ∈, ， ba < ，f 是 [ ]ba, 上的可微

函数，存在常数 Γ,γ ，使得对于任意 [ ]bax ,∈ 有γ ≤

( )xf ′ ≤ Γ ，则 [ ]bax ,∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )∫−
−






 +

−
−
−

−
b

a
ttf

ab
bax

ab
afbfxf d1

2
 

≤ ( )( )γ−− Γab
4
1

。 

关于 Ostrowski-Grüss 型不等式的改进推广可
参见文献[14-17]。 
引理 7(广义 Grüss不等式)

[18]   设 :, gf [ ]ba,  
αR→ 是两个α 阶局部分数阶可积函数，存在常数

αγϕ R, ∈ΓΦ，， ，使得对于任意 [ ]bax ,∈ 有ϕ≤

( )xf ≤Φ，γ ≤ ( )xg ≤ Γ ，则有 

( )gfT ,α ≤
( )

( ) ( )( )γϕ
αα

α

−−
+Γ

− ΓΦab
14 2

2

， 

其中 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )−
+Γ

−
= xgxfIabgfT ba

α
α

α α1
,

2

 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]xgIxfI baba
αα 。 

利用引理 7，文献[4]得到下面局部分数阶的带
有扰动的中点不等式和梯形不等式。 
定理 6

[4]  设条件同定理 1，则有 

−α
fM ( ) ( )

( ) Sab
α
α

α

α

31
1

4

22

+Γ
+Γ− ≤ 

( )
( ) ( )ϕ

αα

α

−
+Γ

− Φab
2116

2

，                 (15) 

−α
fT ( ) ( )

( )
( )

( ) Sab








+Γ
+Γ

−
+Γ
+Γ−

α
α

α
α

α

α

31
1

21
1

4

22

≤ 

( )
( ) ( )ϕ

αα

α

−
+Γ

− Φab
2116

2

                   (16) 

本文基于局部分数阶微积分理论，在分形集上

给出广义Ostrowski型双边不等式和广义Ostrowski- 
Grüss型不等式。 

1  主要结果 

定理 7  设区间 R⊆I ，
oI 是 I 的内部，

αR: →oIf ， oIba ∈, ， ba < ， [ ]baDf ,2α∈ ，

( ) [ ]baCf ,2
2

α
α ∈ ，a≤x≤

2
ba +
，0≤c≤a+b－2x。

若存在常数 αϕ R, ∈Φ ，使得对于任意 [ ]bax ,∈ 有

ϕ≤ ( )( )xf α2 ≤Φ，则有 

( ) ( )
( ) 









+Γ
−

−
α

µ
α

1
abMxΦ ≤ 

( ) ( )( ) ( )( )[ ]afbfMfxcbaJ αα
α −−;,,, ≤ 

( ) ( )
( ) 









+Γ
−

−
α

µϕ
α

1
abMx ，                 (17) 

( )ϕν x ≤ ( ) ( ) ×−− α
α

2;,,, axfxcbaJ  
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]−−+−+− xbafxfafbf αααα  

( ) ( )( ) ( )( )[ ]xfxbafx ααω −−+ ≤ ( )Φxν ， (18) 
其中 ( )xµ 和 M分别如引理 5和引理 6所定义， 

( )


















 −

−+






=

αα

ω
22

2
,

2
max xcbacx ， 

( ) ( ) ( )
( ) −

+Γ
−

−=
α

µν
αα

1
2 3axxx  

( ) ( )
αα

α
ω 






 −

+
+Γ

xbax
21

2
。 

证明  利用引理 4和引理 5得 
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( ) ( ) ( )( )[ ]( ) =−
+Γ ∫

b

a
ttfth αα ϕ

α
d

1
1 2  

( )−fxcbaJ ;,,,α ( ) ( )( ) =
+Γ ∫

b

a
tth α

α
ϕ d

1
 

( )−fxcbaJ ;,,,α ( )xϕµ ，                (19) 

另一方面，因为有 ( )( )xf α2 ≥ϕ，故有 

( ) ( ) ( )( )[ ]( )∫ −
+Γ

b

a
ttfth αα ϕ

α
d

1
1 2 ≤ 

[ ]
( )th

bat ,
sup
∈ ( )

( )( )[ ]( ) =−
+Γ ∫

b

a
ttf αα ϕ

α
d

1
1 2  

M ( )( ) ( )( ) ( )
( ) 









+Γ
−

−−
α

ϕα
αα

1
abafbf ，      (20) 

综合式(19)~(20)，则式(17)的右边部分得证。
类似可证式(17)的左边部分。 

因为有 ( )( )xf α2 ≥ϕ，故有 

( ) ( ) ( )( )[ ]( ) =−
+Γ ∫

b

a
ttfth αα ϕ

α
d

1
1 2  

( ) ( ) ( )( )[ ]( ){ +−−
+Γ ∫

x

a
ttfat ααα ϕ

α
d

1
1 22  

( )( )[ ]( ) +−





 −−

+∫
+
2 2

2

d
2

ba

x
ttfbact αα

α

ϕ  

( )( )[ ]( ) +−





 ++

−∫
−+

+

xba
ba ttfbact

2

2
2

d
2

αα
α

ϕ  

( ) ( )( )[ ]( ) }∫ −+
−−

b

xba
ttfbt ααα ϕ d22 ≤ 

( )
( )

( )( )[ ]( ) +−
+Γ

−
∫

x

a
ttfax αα

α

ϕ
α

d
1

2
2

 

( ) ( )
( )( )[ ]( ) +−

+Γ ∫
+
2 2 d

1
1 ba

x
ttfx αα ϕ

α
ω  

( ) ( )
( )( )[ ]( ) +−

+Γ ∫
−+

+

xba
ba ttfx

2

2 d
1
1 αα ϕ

α
ω  

( )
( )

( )( )[ ]( ) =−
+Γ

−
∫ −+

b

xba
ttfax αα

α

ϕ
α

d
1

2
2

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ −+−− xfafbfax αααα2  

( )( ) ( )
( ) +

+Γ
−

−−+ ϕ
α

αα
α

1
2 axxbaf  

( )xω ( ) ( )( ) ( )( )[ −−−+− xfxbafax ααα2  

    
( ) 











 −

+
+Γ

ϕ
α

αα

xba
21

2 ，          (21) 

综合式(19)和式(21)，则式(18)的右边部分得
证。类似可证式(18)的左边部分。 
注 4  在式(17)中，若取 abcax −== , ，则得

到式(5)。在式(18)中，取 abcbax −=
+

= ,
2

也可得

到式(5)。 

推论 1  设区间 R⊆I ，
oI 是 I 的内部，

αR: →oIf ， oIba ∈, ， ba < ， [ ]baDf ,2α∈ ，

( ) [ ]baCf ,2
2

α
α ∈ ，存在常数 αϕ R, ∈Φ ，使得对于

任意 [ ]bax ,∈ 有 ϕ ≤ ( )( )xf α2 ≤ Φ 。则对任意





 +

∈
2

, baax 有 

( )
−











 −
+






 +

− ϕ
α

kabbax
164

33
22

 

( ) ( )
( ) Sax

α
αα

21
12

+Γ
+Γ

− ≤ 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )tfI
ab

xbafxf
ba
α

αα

α
−
+Γ

−
−++ 1

2
≤ 

( )
−











 −
+






 +

− kΦabbax
α

164
33

22

 

( ) ( )
( ) Sax

α
αα

21
12

+Γ
+Γ

−                (22) 

特别地，在式(22)中 x依次取
4

3,,
2

baaba ++
，

则得到式(5)和不等式 

( )
ϕα

α

kab
4

2−
≤ α

fT ≤
( ) kΦab

α

α

4

2−
， 

( ) ( )
( ) 








+Γ
+Γ

−
− Skab

α
α

ϕα

α

21
1

16

2

≤ ×α2
1  

( )
( )

( ) ( )tfI
ab

bafbaf ba
α

α

α
−
+Γ

−













 +

+





 + 1

4
3

4
3

≤ 

( ) ( )
( ) 








+Γ
+Γ

−
− SkΦab

α
α

α

α

21
1

16

2

， 

其中 

( )
( )
( )α

α
α 31

1
21

1
+Γ
+Γ

−
+Γ

=k  

证明  在定理 7中取 0=c ，则式(22)得证。 
定理 8  设条件同定理 7，则有 
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( )ϕµ x ≤ ( )fxcbaJ ;,,,α ≤ ( )Φxµ  

证明  因为ϕ≤ ( )( )tf α2 ≤Φ， ( )th ≥ α0 ，故
有 

( ) ( ) ( ) ( )∫+Γ
=

b

a
tthx αϕ

α
ϕµ d

1
1

≤ 

( ) ( ) ( )( )( )∫+Γ

b

a
ttfth αα

α
d

1
1 2 ≤ 

( ) ( ) ( ) ( )ΦxtΦth
b

a
µ

α
α =

+Γ ∫ d
1
1

， 

定理得证。 

推论 2  设区间 R⊆I ，
oI 是 I 的内部，

αR: →oIf ， oIba ∈, ， ba < ， [ ]baDf ,2α∈ ，

( ) [ ]baCf ,2
2

α
α ∈ 。若存在常数 αϕ R, ∈Φ ，使得对

于任意 [ ]bax ,∈ 有ϕ≤ ( )( )xf α2 ≤Φ，则有 

( ) ( )
( )ϕ

α
α

α

α

31
1

4

2

+Γ
+Γ− ab

≤ α
fM ≤ 

( ) ( )
( )Φ

ab
α
α

α

α

31
1

4

2

+Γ
+Γ−

。 

证明   在定理 8中取 abc −= 即可得证。 
注 5  在定理 8 中取 axc == ,0 ，则得到文献

[4]中的定理 7。 
定理 9  设条件同定理 7，则有 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

×
−

−−
−

−
+Γ

α

α
α

α

α
ab

cabtfI
ab ba

1  

( ) ( )
−

−++
α2

xbafxf
( )

+





 +

− 2
baf

ab
c

α

α

 

( ) ( )
( ) ( )

×





 −+

−
+−

+Γ−+ α

α

α

α
α

4
3

21
1 cbax

ab
bac  

( )( ) ( )( )[ ]−−−+ xfxbaf αα ( ) ( )
( ) ( )

S
ab

x
α

µα
α 21

1
2

2

+Γ−
+Γ  

≤
( ) ( )ϕ

αα −
+Γ

ΦM
214

                 (23) 

证明  由广义 Grüss不等式(引理 7)得 

( )
( )

( ) ( ) ( )( )−
+Γ

− tfthIab
ba

αα
α

α
2

2

1
 

( ) ( )[ ] ( ) ( )( )[ ]tfIthI baba
ααα 2 ≤

( )
( ) ( )ϕ

αα

α

−
+Γ

− ΦMab
14 2

2

， 

(24) 

依次利用引理 4，引理 5和引理 2，可得到 
( ) ( ) ( )( ) =tfthIba

αα 2 ( )fxcbaJ ;,,,α ， 
( ) ( ) ( )xthIba µα = ， 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )afbftfIba

αααα −=2 ， 

代入式(26)，然后乘以 ( )
( ) ( )α

α
α 21
1

2

2

+Γ−
+Γ

ab
，则式(23)

得证。 
注 6  在定理 9 中，若取 abc −= ，则得到定

理 6 中的式(15)。若取 0, == cax ，则得到定理 6

中的式(16)。 

推论 3  设区间 R⊆I ，
oI 是 I 的内部，

αR: →oIf ， oIba ∈, ， ba < ， [ ]baDf ,α∈ ，

( ) [ ]baCf ,α
α ∈ ，则有 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

 +

−++
−

−
+Γ

αα
α

α

α
22

11 xbafxftfI
ab ba

 

+









 +

2
baf ( )

( ) ( )
( )

×
−

+Γ−
+Γ

α

α

α α
α

221
1 ab

ab
 

( )( ) ( )( )[ ]−−−+





 −

+ xfxbafxba αα
α

8
7  

( )
( ) ( )

×
+Γ−

+Γ
α

α
α

α

31
12 2

ab
 

( ) Saxxbaab











−+






 −

+
+






 − α

αα
3

33

4
3

4
≤ 

( )
( ) ( )ϕ

αα

α

−
+Γ

− Φab
2164

2

。 

证明  在定理 9中取
2

abc −
= 即可得证。 
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的贡献率，表明债券融资在当前和今后一段时期的

发展潜力明显大于股票融资的发展潜力。 
由此不难看出，债券融资对经济增长的影响不

容小觑，因此，在宏观经济调控中应该更加注重债

券融资的发展潜力。其次债券融资和股票融资对经

济增长的影响具有明显的区域效应和一定的时滞

效应，因此，在宏观经济调控中应该采用差异化的

宏观对策，并且进行适时适度地调控，以避免三个

不同经济区域间的差距被进一步地拉大。 
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