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相对于余挠对的内射模和投射模 
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摘  要：设 t=(C，F)是一个完全的遗传的余挠对。给出 t-N-内射模和是 t-N-投射模的概念，研究 t-N-内射模和

t-N-投射模的若干性质和等价刻画。 
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INJECTIVE AND PROJECTIVE MODULES RELATIVE TO COTORSION 
PAIR 

*HE Dong-lin, LI Yu-yan 
(Department of Mathematics, Longnan Teachers College, Longnan, Gansu 742500, China) 

Abstract: Let =t (C,F) be a complete hereditary cotorsion pair. In this paper, we give the definitions of 
t-N-injective modules and t-N-projective modules , and investigate some properties andequivalent 
characterizations of t-N-injective and t-N-projective modules. 
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1  预备知识 

内射模和投射模是同调代数的重要组成部分。

很多作者先后对其进行了研究和推广[1-6]。2014 年
Mehdi 和Mohanad[7]讨论了相对于挠理论的纯内射

模。受此启发，本文主要研究关于余挠对 =t (C，F)
的内射模和投射模，并讨论其相关性质和等价刻

画。文中的环 R均指有单位元的结合环，模指酉左
R- 模。 MN ≤ 表示 N是 M的子模。称模 M是 N-
内射模，如果对任意单同态 NK →:α ，任意同态

MKf →: ，都存在同态 MNg →: 使得 αgf = 。

称模 P是 N-投射模，如果对任意满同态 FN →:β ，

任意同态 FPf →: ，都存在同态 NPg →: 使得

gf β= [8]。设 C，F是两个左 R-模类。记 C ⊥ ={模M

对任意 ∈C C 都有 0),(1 =MCExtA }。 ⊥ F={模M 对

任意 ∈F F都有 0),(1 =FMExtA }。称 =t (C,F)是余

挠对，如果 C =⊥ F 且 ⊥ F = C。称余挠对 =t (C，
F)是完全的，如果对任意左 R-模 M 都有以下正合
列： 00 →→→→ MCF 和 00 →′→′→→ CFM ，

其中 ∈′FF , F 且 ∈′CC, C。称余挠对 =t (C,F)是遗

传的，如果 C 关于满同态的核封闭，等价地 F 关
于单同态的余核封闭[7-10]。下文中 =t (C,F)均指完全
的遗传的余挠对。 

2   t - 子模 

定义 2.1  设 MN ≤ 。如果 ∈N
M C，则称 N

是 M的 -t 子模。记作 MN t≤ 。 
先讨论 -t 子模的性质。 
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命题 2.1 设 MN t≤ ， ∈F F。则对任意同态
FN →：α ，都存在同态 FM →:β 使得 αβ =i （其

中 i为包含同态）。 

证明  由 MN t≤ 得正合列 0
i

N M→ → →  

0M
N → ，其中 i为包含同态且 ∈N

M C。 

因为 =t (C，F)均指完全的遗传的余挠对，所

以 C =⊥ F 。由 ∈F F 知，上面短正合列在函子
),( FHomR − 下仍正合。 

可见 ),(),( FNHomFMHom RR → 是满同态。因

此 对 任 意 同 态 FN →：α ， 都 存 在 同 态

FM →:β ，使得 αβ =i 。 

命题 2.2  设 MK ≤ ， MN t≤ 且 MNK =+ ，

则 KNK t≤∩ 。 
证明  要证 KNK t≤∩ ，只需证 ∈∩ NK

K C。

由 MN t≤ 知 ∈N
M C。又因为 

N
M

N
NK

NK
K =+≅∩  

所以 ∈∩ NK
K C。因此 KNK t≤∩ 。 

命题 2.3  设M 是左 -R 模，则总存在模U ，
使得M 同构于U的某个 -t 子模。 

证明 由 =t (C，F)是完全的遗传的余挠对知，

存在正合列 00 →→→→ CFM
f

，其中 ∈F F 且
∈C C。可见 CMfM t≤≅ )( 。令 UC = ，则命题得证。 

3  相对于余挠对的内射模 

定义 3.1 称模M 是 -- Nt 内射模，如果对任

意单同态 NK →:α (其中 NK t≤)(α )，任意同态

MKf →: ，都存在同态 MNg →: 使得 αgf = 。 
如果对任意模N ，都有M 是 -- Nt 内射模，则

称M 是 -t 内射模。由命题 2.1和定义 3.1易知 F 中
的模一定是 -t 内射模。下面讨论 -- Nt 内射模与 -t
内射模的性质和刻画。 
定理 3.1 设 NM , 是左 -R 模，则以下条件等价 
(1) M 是 -- Nt 内射模; 

(2) 对任意正合列 00 →→→→ K
NNK

i
，其

中 NK t≤ 且 i为包含同态，用函子 ),( MHomR − 作

用所得序列仍正合。 

(3) 对任意正合列 00 →→→→ CNK
f

，其中

∈C C，用函子 ),( MHomR − 作用所得序列仍正合。 
  证 明  (1) ⇒ (3) 对 任 意 正 合 列

00 →→→→ CNK
f

， 其 中 ∈C C 。 由 于

CKf
N ≅)( ，所以 ∈)(Kf

N C。从而 NKf t≤)( 。

由 M 是 -- Nt 内射模及其定义知，对任意同态

MK →:φ ，都存在同态 MNg →: 使得 φ=gf 。

即 ),(),( MKHomMNHom RR → 为满同态。 
注意到 ),( MHomR − 是左正合函子，所以用函

子 ),( MHomR − 作用于 00 →→→→ CNK
f

后所

得序列仍正合。 
   (3)⇒ (2) 显然成立。 
   (2) ⇒ (1)对任意单同态 NK →:α ，其中

NK t≤)(α 。存在同构 )(: KKh α→ 。对任意同态

MKf →: ，考虑正合列 

0 ( )
i

K Nα→ → →  0( )
N

Kα →  

由(2)知函子 ),( MHomR − 作用于该正合列所得

序列仍正合。从而 )),((),( MKHomMNHom RR α→

为满同态。从而存在 MN →：γ 使得 ifh γ=−1 。由

于 h是同构，两边同乘以h可得 γαγ == ihf 。因此

M 是 -- Nt 内射模。 
引理 3.1  设 IiiM ∈)( 是一族左R-模，则∏

∈Ii
iM 是

-- Nt 内射模⇔每个 iM )( Ii ∈ 均为 -- Nt 内射模。 

证 明  )(⇒ 对 任 意 正 合 列 0 →→ K
i

 

0→→ CN ，其中 NK t≤ 且 i为包含同态，用函子
),( iR MHom − 及 ),( ∏

∈

−
Ii

iR MHom 分别作用于该正

合列。由Hom函子的性质及∏
∈Ii

iM 是 -- Nt 内射模

可得如下正合交换图 

0),(),(),(0

),(),(),(0

*

→→→→
↓↓↓

∏
→→→

∏∏∏

∏∏∏

∈∈∈

≅≅≅
∈∈∈

∈

Ii
iR

Ii
iR

Ii
iR

Ii
iR

i

Ii
iR

Ii
iR

MKHomMNHomMCHom

MKHomMNHomMCHom
Ii
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可见∏
∈Ii

i*为满同态，从而 *i 是满同态。从而 

0),(),(),(0 →→→→ iRiRiR MKHomMNHomMCHom
正合。 
由定理 3.1知 iM )( Ii ∈ 均为 -- Nt 内射模。 

)(⇐ 对任意正合列 00 →→→→ CNK
i

，其

中 NK t≤ 且 i为包含同态，用函子 ),( iR MHom − 及

),( ∏
∈

−
Ii

iR MHom 分别作用于该正合列。由 Hom 函

子的性质及∏
∈Ii

iM 是 -- Nt 内射模可得如下正合交

换图 

),(),(),(0

0),(),(),(0

∏∏∏

∏∏∏

∈∈∈

≅≅≅
∈∈∈

→→→
↓↓↓

→→→→

Ii
iR

Ii
iR

Ii
iR

Ii
iR

Ii
iR

Ii
iR

MKHomMNHomMCHom

MKHomMNHomMCHom

 

可见下行也正合。由定理 3。1知∏
∈Ii

iM 是 -- Nt

内射模。 
由上面的引理易得如下两个推论。 
推论 3.1 设M 是 -- Nt 内射模，则M 的直和因

子也是 -- Nt 内射模。 
推论 3.2 设 ( 1,2, , )iM i n= L 是 -- Nt 内射模，

则C
n

i
iM

1=

也是 -- Nt 内射模。 

定理 3.2 设 M 是 -- Nt 内射模，则对任意

NN ≤1 ，都有M 是 --
1N

Nt 内射模。 

证明  对任意正合列 

00
11

→→→→ CN
N

N
K i

 

其中
11 N

N
N

K t≤ ，且 i为包含同态。 

因为 ∈≅
1

1

N
K

N
N

K
N C， 所以 NK t≤ 。对

任意 MN
Kf →

1
: ，考虑 MKf →:π ，其中

1N
KK →：π 为标准投射。由M 是 -- Nt 内射模

知，存在 MNg →: 使得 επ gf = ，其中 MK →:ε
是包含同态。 
令 MN

Nh →
1

: ， )()( 1 xgNxh =+ 。 若

1211 NxNx +=+ ，则 KNxx ⊆∈− 121 ，从而 

1 1 1 1 1 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ( ))

h x N h x N g x g x
g x x g x xε

+ − + = − =
− = − =  

0)()( 12121 =+−=− Nxxfxxfπ  
可见 )()( 1211 NxhNxh +=+ ，h是映射。由模同

态 的 定 义 易证 h 是 同 态 。 注 意 到对 任 意

1
1 N

KNx ∈+ ， 有 1 1( ) ( ) ( )hi x N h x N g x+ = + = =  

1( ) ( ) ( )g x f x f x Nε π= = + ，即 fhi = ，因此M 是

--
1N

Nt 内射模。 

定理 3.3  设M 是 -- Nt 内射模，则对任意

NN t≤1 ，都有M 是 -N- 1t 内射模。 

证 明  设 NN t≤1 ， 对 任 意 正 合 列

00
1

1 →→→→ N
KNK

i
，其中 1NK t≤ 且 i为包含

同态。而 1NK t≤ ， NN t≤1 且

K
N

K
N

N
N

11
≅ ，在

正合列  00
1

1 →→→→ N
N

K
N

K
N 中 K

N1 ，

∈K
N1 C。由于 =t (C，F )是余挠对，C 关于扩张

封闭，所以 ∈K
N C即 NK t≤ 。由M 是 -- Nt 内射

模知，对任意同态 MKf →: ，都存在同态

MNg →: 使得 εgf = ，其中 NK →：ε 为包含同

态。令 NN →1：δ 为包含同态，显然有 iδε = 。令

δgh = ，则可得 hiiggf === δε 。 
由 -- Nt 内射模的定义及定理 3.1 知 M 是

1t N− −内射模。 
由上面的定理易得如下推论。 
推 论 3.3  设 M 是 -- Nt 内 射 模 ，

00 21 →→→→ NNN 为模短正合列且 ∈2N C，则
M 既是 -- 1Nt 内射模，又是 -- 2Nt 内射模。 
推论 3.4  设 NM , 是左 -R 模，则以下条件等

价 
(1) M 是 -- Nt 内射模； 
(2)对任意 NN ≤1 ，都有M 是

1

Nt N− −内射

模； 
(3)对任意 NN t≤1 ，都有M 是 -N- 1t 内射模。 
证明 )2()1( ⇒ 由定理 3.2易证。 )1()2( ⇒ 取
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01 =N ，则易得M 是 -- Nt 内射模。 

)3()1( ⇒ 由定理 3.3易证。 )1()3( ⇒ 取 NN =1 ，

显然 ∈
1N

N C。则由条件(3)可得M 是 -- Nt 内射模。 

4  相对于余挠对的投射模 

定义 4.1  称模P是 -- Nt 投射模，如果对任意

满同态 CN →:β (其中 NKer t≤β )，任意同态

CPf →: ，都存在同态 NPg →: 使得 gf β= 。 
进而，如果对任意模 N ，都有 P是 -- Nt 投射

模，则称P是 -t 投射模。下面讨论 -- Nt 投射模与 -t
投射模的性质和等价刻画。 
定理 4.1  设P是左 -R 模，则以下条件等价 
(1) P是 -- Nt 投射模； 

(2)对任意正合列 00 →→→→ K
NNK

π
，其中

NK t≤ 且π 为标准投射，用 ),( −PHomR 作用所得

序列 

0),(),(),(0
*

→→→→ K
NPHomNPHomKPHom RRR

π

仍正合； 

(3)对任意正合列 00 →→→→ CNK
β

，其中

∈C C，用函子 ),( −PHomR 作用所得序列 

0),(),(),(0
*

→→→→ CPHomNPHomKPHom RRR

β

 
仍正合。 

证明 (1)⇒ (3) 设P是 t N− −投射模。对任意

正合列 00 →→→→ CNK
β

，其中 ∈C C。考虑满

同态 CN
β

→ 。由定义 4.1知对任意同态 CPf →: ，

都存在同态 NPg →: ，使得 gf β= 。可见 *β 为满

同态。结合函子 ),( −PHomR 的左正合性易知结论

成立。 
(3)⇒ (2) 显然成立。 
(2) ⇒ (1)对任意满同态 CN →:β ，其中

NKer t≤β 。 令 βKerK = ， 则 存 在 同 构

K
NC →：γ 且 NK t≤ 。对任意同态 CPf →: ，

有 K
NPf →:γ ，由条件  (2)可得存在同态

NPg →: 使得 gf πγ = (其中π 为标准投射)。从而

ggf βπγ == −1 。因此P是 -- Nt 投射模。 
引理 4.1  设 IiiP ∈)( 是一族左 -R 模，则C

Ii
iP

∈

是

-- Nt 投射模⇔每个 iP )( Ii ∈ 均为 -- Nt 投射模。 

证明  设C
Ii

iP
∈

是 -- Nt 投射模，对任意正合列

00 →→→→ K
NNK

π
，其中 NK t≤ 且π 为标准

投射，用函子 ),( −iR PHom 及 ),( −
∈
C

Ii
iR PHom 分别作

用于该正合列。由 Hom 函子的性质可得如下正合
交换图 

0),(),(),(0

),(),(),(0

→→→→
↓↓↓

→→→

∈∈∈

≅≅≅
∈∈∈
∏∏∏

CCC
Ii

iR
Ii

iR
Ii

iR

Ii
iR

Ii
iR

Ii
iR

K
NPHomNPHomKPHom

K
NPHomNPHomKPHom

 

可 见 上 行 正 合 ， 同 态 ( , )R i
i I

Hom P N
∈

→∏  

( , )R i
i I

NHom P K
∈
∏ 为满同态，由直积的性质易知 

),(),( K
NPHomNPHom iRiR → 也是满同态。根据定

理 4.1得每个 iP )( Ii ∈ 均为 -- Nt 投射模。 

)(⇐ 设每个 iP )( Ii ∈ 均为 -- Nt 投射模。对任

意正合列 00 →→→→ K
NNK

π
，其中 NK t≤ 且

π 为 标 准 投 射 ， 用 函 子 ),( −iR PHom 及

),( −
∈
C

Ii
iR PHom 分别作用于该正合列。由Hom函子

的性质可得如下正合交换图 

CCC
Ii

iR
Ii

iR
Ii

iR

Ii
iR

Ii
iR

Ii
iR

K
NPHomNPHomKPHom

K
NPHomNPHomKPHom

∈∈∈

≅≅≅
∈∈∈

→→→
↓↓↓

→→→→ ∏∏∏

),(),(),(0

0),(),(),(0

 

 



井冈山大学学报(自然科学版) 5

可见下行也正合。由定理 4.1得C
Ii

iP
∈

是 -- Nt

投射模。 
定理 4.2 设 P 是 -- Nt 投射模，则对任意

NN ≤1 ，都有P是 --
1N

Nt 投射模。 

证明  对任意满同态 0
1

→→CN
N

β
，其中

1N
NKer t≤β 。考虑满同态 CN →：βπ (其中

1N
NN →：π 为标准投射)。由 P是 -- Nt 投射模

知，对任意同态 CPf →: ，都存在同态 NPh →: 使

得 hf βπ= 。 

令
1

: N
NPg → ， 1)()( Nxhxg += (其中 Px ∈ )。

易知 g为同态且 

).()())(()( 1 xfxhNxhxg ==+= βπββ  

即 gf β= 。根据定义 4.1知P是 --
1N

Nt 投射模。 

推论 4.3  设P是 -- Nt 投射模，则对N 的每个
同态像 L，都有P是 -- Lt 投射模。 
定理 4.3   设 P是 -- Nt 投射模，则对任意

NN t≤1 ，都有P是 1- -t N 投射模。 

证 明  设 NN t≤1 ， 对 任 意 正 合 列

00
1

1

1

→→→→ N
KNK

π
，其中 1NK t≤ 且 1π 为标准

投射。而 1NK t≤ ， NN t≤1 且

K
N

K
N

N
N

11
≅ ，在

正合列  00
1

1
1 →→→→ N

N
K

N
K

N 中 1 ,N
K  

1

N
N ∈C。由于 =t (C，F )是余挠对，C关于扩张封

闭，所以 ∈K
N C即 NK t≤ 。 

由 P 是 -- Nt 投 射 模 知 ， 对 任 意 同 态

K
NPf 1: → ，考虑 K

NPif →: (其中 i为包含同

态)，都存在同态 NPg →: ，使得 gif 2π= (其中

K
NN →：2π 为标准投射)。因为 

K
Nfiifgg 1

22 )(Im)Im()Im()(Im ≤=== ππ  

所以 1Im Ng ≤ 。不妨令 1NPh →： ， )()( xgxh = 。

则对任意 Px ∈ 有 
),()()()()()( 21 xfxifxgKxgKxhxh ===+=+= ππ

 
可见 fh =1π ，因此P是 -N- 1t 投射模。 

由上面的定理易得如下推论。 
推 论 4.4  设 P 是 -- Nt 投 射 模 ，

00 21 →→→→ NNN 为模短正合列且 ∈2N C。则

P既是 -- 1Nt 投射模，又是 -- 2Nt 投射模。 

推论 4.5  设 N 是左 -R 模，则以下条件等价 
(1) P是 -- Nt 投射模; 
(2)对任意 NN ≤1 ，都有M 是 --

1N
Nt 投射模。 

(3)对任意 NN t≤1 ，都有M 是 -- 1Nt 投射模。 

证明 )2()1( ⇒ 由定理 4.2易证。 )1()2( ⇒ 取

01 =N ，则易得P是 -- Nt 内射模。 

)3()1( ⇒ 由定理3.3易证。 )1()3( ⇒ 取 NN =1 ，

显然 ∈
1N

N C。则由条件(3)可得P是 -- Nt 内射模。 
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