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摘  要：研究了一类四阶椭圆型方程的高能解的存在性，在对非线性项作新的假设条件下，利用临界点理论得到

了方程无穷多高能解的存在性结果，对非线性项所作的假设比已有文献的假设要弱。 

关键词：四阶椭圆型方程；临界点理论；对称山路定理；高能解 

中图分类号：O175           文献标识码：A           DOI:10.3969/j.issn.1674-8085.2018.03.001 
 

EXISTENCE OF INFINITELY MANY LARGE SOLUTIONS FOR THE 
FOURTH-ORDER ELLIPTIC EQUATIONS 

LV Ding-yang 
(Department of Mathematics ,Hunan First Normal University, Changsha, Hunan 410205, China) 

Abstract: We study the existence of infinitely many high energy solutions for a class of fourth-order elliptic 
equations. Under new assumptions on nonlinearity f, by using critical point theory, we obtain infinitely many 
large solutions for the equations. our assumptions on nonlinearity f are weaker than the existing results. 
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0  引言 

考虑如下非线性四阶椭圆型方程 
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其中 ( ) ( ), , ,N Nf C R R R V C R R∈ × ∈ 。 

已经有很多学者研究了方程(1.1)，见文献
[1-3]。在文献[1]中，Yin和Wu研究了方程(1.1)，
得到了(1.1)高能解的两个存在性结果。在文献[2]
中，Ye 和 Tang 在如下的假设下，得到了(1.1)高
能解的存在性结论： 

( ) ( )1 inf 0, 0,
Nx R

V V x a M
∈

≥ ∀ > >  

( ){ }:Nmeas x R V x M∈ ≤ +∞<  
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20, 2, 2 2 , 4 2 , 4

4
Na p N N

N∗ ∗ ∗
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；> >

使得 ( ) ( )1
1, pf x t a t t −≤ + ， ( ), Nx t R R∀ ∈ × 。 

( ) ( ) ( )2

,
2  lim , , 0,N

t

F x t
f x R F x t

t→∞
= +∞ ∈ ≥，  

( ), Nx t R R∀ ∈ × ， ( ) ( )
 

 0
, , d

t
F x t f x s s= ∫ 。 

( )3f 存在 1,θ ≥ 使得 

( ) ( ) ( ) [ ], , , , , 0,1 ,NG x t G x st x t R R sθ ≥ ∀ ∈ × ∀ ∈

  ( ) ( ) ( ), : , 2 ,G x t tf x t F x t= − 。 

( )4f ( ) ( ) ( ), , , , Nf x t f x t x t R R− = − ∀ ∈ × 。 

其中 ( )2f ，( )3f 是超二次条件，与常见的 ( )AR

条件互为补充。 
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定理 A 假设 ( ) ( ) ( )1 , 1 4V f f− 成立，那么方

程(1.1)具有无穷多解{ }ku ，使得 

( )( )2 2 21 d
2 N k k kR

u u V x u x∆ + ∇ + −∫  

( ), d ,
N kR

F x u x k→ +∞ → ∞∫ 。 

在本文中，将进一步研究方程(1.1)高能解的
存在性，并给出如下更一般的超二次条件来代替

( )2f 和 ( )3f ： 

( ) ( )
2

,
2 lim . . . ,N

u

F x u
f a e x R

u→∞
′ = ∞ ∈ 且 存 在

0 0r ≥ ，使得 ( ) ( ), 0  , ,NF x u x u R R≥ ∀ ∈ ×， 0u r≥ 。 

( ) ( ) ( ) ( )15 , : , , 0,
2

f F x u uf x u F x u= − ≥ 且存

在 { }40 0, max 1, Nc κ> > ，使得 

( ) ( ) ( )2
0 0, , , , ,NF x u c u F x u x u R R u r

κ κ≤ ∀ ∈ × ≥ 。 

定理 1 假设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , 1 , 2 , 4 , 5V f f f f′ 成

立，则方程(1.1)具有无穷多高能解。 

注 1：在定理中， ( ),F x u 是允许变号的，即

使在 ( ), 0F x u ≥ 的情形，给出的假设 ( ) ( )2 , 5f f′

也似乎比已有文献中的假设要弱。 
注 2：本文给出的条件去掉了几乎所有文献

中所做的
( )

0

,
lim 0
t

f x t
t→

= 的假设，容易验证如下非

线性项 f 满足 ( ) ( )2 , 5f f′ ： 

( ) ( ) ( )1, ln , , ,
2

Nf x u a x u u a C R R = + ∈ 
 

0 inf supN NR R
a a< < < ∞。 

1 变分框架和主要引理 

设 

( ) ( )( ){ }2 22 2: d
N

N

R
X u H R u u V x u x= ∈ ∆ + ∇ + +∞∫| <

那么 X 是一个希尔伯特空间。内积为

( )( ), d ,
NR

u v u v u v V x uv x= ∆ ∆ + ∇ ∇ +∫ 范 数 为

( )
1

2,u u u= 。 

因为 X 连续嵌入 ( )( )2 2r NL R r ∗≤ ≤ 。因此

存在 0,rτ > 使 ,rr
u u u Xτ≤ ∀ ∈ 更进一步，在(V)

的假设下，按照文献[ 6 ]引理2.2，可知 X 紧嵌

入 ( )( )2 2r NL R r ∗≤ < 。 

为了寻找问题(1.1)的弱解，将考虑如下定义
在 X上的泛函： 

( ) ( )( ) ( )2 2 21 d , d
2 N NR R

u u u V x u x F x u xϕ = ∆ + ∇ + −∫ ∫
  在上面的假设下，易知 ( )1 ,C X Rϕ ∈ ，且 

( ) ( )( ), d
NR

u v u v u v V x uv xϕ′ = ∆ ∆ + ∇ ∇ + −∫  

( ), d . ,
NR

f x u v x u v X∀ ∈∫  。 

2 主要结果的证明 

引理 1（对称山路定理）设 X为一无限维的
Banach空间， ,X Y Z= ⊕ 其中Y 是有限维的。如
果 ( )1 ,I C X R∈ 满足 ( )c

C 条件 ( )0c > ，且 

( ) ( ) ( ) ( )1 0 0, ,I I I u I u u X= − = ∀ ∈ ； 

( )2I 存在常数 , 0,ρ α > 使得 | ;I B Zρ α∂ ∩ ≥  

( )3I 对 任 一 无 穷维 空 间 ° ,X X⊂ 存 在

°( ) 0R R X= > ，使得 ( ) 0.I u ≤ 对 °
Ru X B∈ / ，那么

I具有一无界临界值序列。 

引理 2  在假设 ( ) ( ) ( ) ( )1 , 1 , 2 , 5V f f f′ 下，满

足 ( ) ( )0, , 0n n nu c u uϕ ϕ ′→ →> 的 序 列

{ }nu X⊂ 在 X 中是有界的。 

证明：为了证明{ }nu 的有界性。用反证法。

假设 .nu → ∞  设 n
n

n

uv
u

= ， 1,nv = 且 

.2 2 .n s n sv v sγ γ ∗≤ = ≤ <  

( ) ( ) ( )11 , , d
2 Nn n n nR

c u u u F x u xϕ ϕ ′+ ≥ − = ∫
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x
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≥∫  
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对0 ,a b≤ < 令 

( ) ( ){ }, :N
n na b x R a u x bΩ = ∈ ≤ <  

在子列的意义下，我们假设在 X 中 nv 弱收敛于

v ， 那 么 nv v→ 在 ( )s NL R 中 ， 2 2 ,s ∗≤ <  

. . . N
nv v a e R→ 。 

如 果 0,v = 那 么 0nv → 在 ( )s NL R 中 ，

2 2 , 0. . . N
ns v a e R∗≤ →< ， 
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(2) 
令 { }41. max 1, Nκ κ κ κ′ = − ∵ > ，则 ( )2 2, 2κ ∗′∈ 。

因此从 ( )5f 和(1)知 
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(3) 
结合(2)，(3)可知 
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这与
( )

2

, 1limsup d
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n

Rn
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F x u
x
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≥∫ 矛盾。 

令 ( ){ }: : 0 .NA x R V x= ∈ ≠ 如果 0,v ≠ 那么

( ) 0meas A > 。对 . .a e x A∈ 。有 ( )lim n
n

u x
→∞

= ∞。因

此 ( )0 , .nA r⊂ Ω ∞  
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(4) 
矛盾。所以{ }nu 在 X 中有界。 

引理 3  在假设 ( ) ( ) ( ) ( )1 , 1 , 2 , 5V f f f′ 下，满

足 ( ) ( ), 0n nu c uϕ ϕ′→ → 的{ }nu X⊂ ，在 X 中

有一个收敛子列。 

证明：引理 2 已证明{ }nu 在 X 中有界，那

么在子列的意义下，可以假设在 X 中 nu 弱收敛

于u，在 ( )( )2 2s NL R s ∗≤ < 中， nu u→ 。 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 ,

, , d
N

n n n

n nR

u u u u u u

f x u f x u u u x

ϕ ϕ′ ′− = − − +

− −  ∫  
 

因为 nu 弱收敛于u，所以 

( ) ( ) , 0.n nu u u u nϕ ϕ′ ′− − → → ∞。 

( ) ( ) ( )
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, , d

, , d

N
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f x u f x u u u x

f x u f x u u u x
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∫
∫
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( ) ( )1 1
1 2 1 2 d

N

p p
n n nR

c u c u c u c u u u x− − + + + − ≤
 ∫

( )( ) ( )

( )

1 12 22 2 2
1

1 1 1
1 1

1 1
2    

n n

p p
p pp pp p p pp p

n n

c u u u u

c u u u u

Ω Ω

− −

− ⋅ − ⋅
− −

Ω Ω

+ − +

 
    + −       

 

∫ ∫

∫ ∫ ∫

因为在 ( )( )2 2s NL R s ∗≤ < 中， nu u→ ， 

( ) ( ) ( ), , d 0
N n nR

f x u f x u u u x− − →  ∫  

所以 0nu u− → 。 

即{ }nu 在 X 中有一个收敛子列。 

引理 4  假设 ( ) ( ) ( )1 , 1 , 2V f f ′ 成立，则对有

限 维 的 空 间 °X X⊂ , 有 ( )uϕ → −∞ ，

°,u u X→ ∞ ∈ 。 

证明：反设{ } °,n nu X u⊂ → ∞，存在 0,M >

使得 ( )nu M n Nϕ ≥ − ∈， 。 

令 n n nv u u= ，则 1nv = 。设在 X 中 nv 弱

收敛于 v，因为 °X 是有限维的，那么在 X 中
° . . N

n nv v X v va e R→ ∈ →， ，则 1v = 。那么可以

南（4）的讨论一样得出矛盾。 

推论 1  在 ( ) ( ) ( )1 , 1 , 2V f f ′ ，对任意有限维

的空间 °X X⊂ ，存在 °( ) 0R R X= > ，使得

( ) °0 ,u u X u Rϕ ≤ ∀ ∈ ≥， 。 

设 { }je 是 X 的标准正交基， Rej jX = ，

1 1 , ,k
k j j k j k jY X Z X k Z∞

= = += ⊕ = ⊕ ∈ 。则 k kX Y Z= ⊕ 。 

引理 5  在假设 ( ) ( ) ( )1 , 1 , 2V f f ′ 下，对

( )
, 1

2 2 . : up 0,
k

k s
u Z u

s s S u kβ∗
∈ =

≤ = → → ∞< 。 

根据引理 5，可选择 1,m ≥ 使 

2 2

2
1 2

1 1, ,
2 4

p p
mpu u u u u Z

a a
≤ ≤ ∀ ∈ 。 

引理 6  在假设 ( ) ( )1 , 1V f 下，存在 , 0,ρ α >

使得 mB Zρϕ α∂ ≥| ∩ 。 

证明： ( ) ( )21 , d
2 NR

u u F x u xϕ = − ≥∫  

    2 21 2
2

1
2 2

p

p

a au u u
p

− − ≥  

    ( )21
4

pu u− =  

    
2

2

2 1 1: , , :
2 2

p

mp u Z uα ρ
−

+

−
∀ ∈ = =  

定理 1的证明：令 ,k kY Y Z Z= = 。显然ϕ满

足引理 1的所有条件，所以 ( )uϕ 具有一无界临界

值序列，方程(1.1)具有无穷多高能解。 
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