
井冈山大学学报(自然科学版) 5

文章编号：1674-8085(2018)02-0005-09 

 

关于广义 Taylor中值定理中间点函数 
可微性的进一步讨论 

 

张芯语，*张树义 
（渤海大学数理学院，辽宁，锦州 121013） 

 
摘  要：使用新的分析方法进一步研究广义 Taylor中值定理“中间点函数”的可微性, 在一定条件下, 运用 Gamma 

函数, 建立了广义 Taylor 中值定理“中间点函数”在点 a处的一阶可微性, 从而改进和推广了有关文献中的相应

结果。 
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FURTHER DISCUSS ON DIFFERENTIABILITY OF INTERMEDIATE 
POINT FUNCTION FOR GENERALIZED TAYLOR MEAN VALUE 

THEOREM 
ZHANG Xin-yu，*ZHANG Shu-yi 

(College of Mathematics and Physics，Bohai University，Jinzhou,Liaoning 121013, China) 

Abstract: The purpose of this paper is further to study the differentiability of intermediate point function in 
generalized Taylor mean value theorem by using a new analytical method. Under certain conditions, the first order 
differentiability at a point of the intermediate point function for generalized Taylor mean value theorem are 
established by using Gamma function, which improve and extend the corresponding results of some reference. 
Key words: generalized Taylor mean value theorem; intermediate point function; differentiability 
 

Azpeitja[1]研究了 Taylor公式“中间点”的渐近
性质。同时，Jacobson[2]建立积分中值定理的类似

的结果。在这之后，一些作者研究各种中值定理“中

间点”的渐近性质，可见文献[3-18]。最近，我们
在文献[19-26]中研究了包括广义Taylor中值定理在
内的几种中值定理的“中间点函数”的一阶可微性。

其中文献[18]研究了 Cauchy 中值定理“中间点函
数” 

( ) ( )( ), ,
,

c x x a a
c x

a x a
δ∈ += 

=
（以下简写为 ( )c x ）

在 ax = 处的可微性且 ( ) ( )1 1
2

c a = 。文献[19]和文献

[20]在一定条件下分别建立了泰勒公式和广义

Taylor中值定理的“中间点函数” ( )c x 在 ax = 处

的可微性且 ( ) ( ) ( )
( )

1

1 ! 1
1

n Γ
c a

Γ n

λλ
λ

 +
=   + + 

。文献[21]在一

定条件下建立了 Cauchy 中值定理“中间点函

数” ( )c x 在 ax = 处的可微性且 ( ) ( )
1

1 1
1

c a
λ

λ
 =  + 

。

文献[22]建立了广义中值定理“中间点函数” ( )c x
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在 x=a处的可微性且 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1 1 !
1

1 !

m n
n

n
m

m C
c a

n C

ψ

ϕ

σ − −
= −   − 

。

文献[23]建立了高阶 Cauchy 中值定理“中间点函

数 ” ( )c x 在 ax = 处 的 可 微 性 且

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1
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1

n
j nj
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Γ C n j
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 + +
 
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∑
。文献[24]利

用比较函数概念, 建立了泰勒公式“中间点函数” 

( )c x 的渐近性 ( ) ( )( )
( ) ( )

!lim
x a

n

a x a x n
x C ϕ

ϕ θ

ϕ+→

+ −
= , 进

而推出了文献[19]的可微性结论。文献[25]建立了积

分中值定理“中间点函数” ( )c x 在 x=a处的可微性

且 ( ) ( )
1

1 1
1nc a

α
β

α β
 +

= + + 
。文献[25]建立了第二积分中

值定理“中间点函数” ( )c x 在 ax = 处的可微性且

( ) ( )
( )1 1

1

1nc a
β

α
α β

+
 

= + + 
。 

 本文的目的是进一步研究广义 Taylor 中值定
理“中间点函数”的可微性，在一定条件下获得了

广义 Taylor 中值定理“中间点函数” ( )c x 在 x=a

处的可微性且 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1 1 1
1 1

Γ Γ n
c a

Γ n Γ

γ αγ α
γ α

− + + +
=   + + + 

, 

显然此结果推广了文献[18-21]中的相关结果(事实

上取 0, 1nα γ= = = 便得文献[18]中的结果；取

( )0, , ( ) ng x x aα γ λ= = = − 便得文献[19]中的结果；

取 0,α γ λ= = 便得文献 [20]中的结果；取

0, , 1,nα γ λ= = = 便得文献[21]中的结果) 。 

广义Taylor中值定理 设a和b是实数且 ba < ，

[ ], : ,f g a b R→ 。如果函数 f 满足 

(i) 在 [ ]ba, 上具有直至 1−n 阶连续导数； 

(ii) 在 ( ),a b 内存在n阶导数且 ( ) ( ) 0ng x ≠ ，则

存在一点 ( ),c a b∈ ，使 
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这里需指出广义 Taylor中值定理“中间点”唯

一的充分条件是：
( ) ( )
( ) ( )

n

n

f x
g x

是单射。 

设 I 是 R 上一区间， Ia ∈ 是 I 上一点，函数

, :f g I R→ 。如果函数 f 与 g在 I 上 n 次可微，

则由广义 Taylor中值定理， { }x I a∀ ∈ − ，在以 ,a x

为端点的开区间上，存在一点 xc ，使 
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如果
( ) ( )
( ) ( )

n

n

f x
g x

是单射，则点 xc 是唯一的，进而

可以定义 { } { }:c I a I a− → − 为 ( ) xc x c= ，使得 

( )
( ) ( ) ( )
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∑
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如果
( ) ( )
( ) ( )

n

n

f x
g x

不是单射的，则使(1)成立的点

xc ，一般不是唯一的。如果对 { }x I a∀ ∈ − ，在以 ,a x

为端点的开区间上选取一个 xc ，使(1)成立，那么也

可以定义函数 { } { }:c I a I a− → − 为 ( ) xc x c= ，使(2)

成立。 

定理 1 [ ]20  设 I 是R上一区间， Ia ∈ 是 I 上一
点. 函数 , :f g I R→ 。如果函数 f 与 g在 I 上 n
次可微，则存在一函数 { } { }:c I a I a− → − ，使得(2)

成立。此外如果
( ) ( )
( ) ( )

n

n

f x
g x

是单射的，则点 ( )c x 是唯

一的。 

因 为 { }x I a∀ ∈ − , ( )c x a x a− ≤ − ， 所 以

lim ( )
x a

c x a
→

= 。于是可定义“中间点函数” :c I I→
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为 ( ) { }( ), ,
, .

c x x I a
c x

a x a
∈ −= 
=

显然 ( )c x 在点x=a连续。 

容易证明下列引理成立。 

引理 1 设 I 是R上一区间， Ia ∈ 是区间 I 的
左端点， : I Rψ → 在 I 上n次可微且 

( ) ( ) ( )lim n

x a
x x a Aαψ

+→
− =  
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则下列结论成立： 

(i) ( )xψ% 在 I 上连续且 ( ) ( )
( )

1
1

AΓ
a

Γ n
α

ψ
α

+
=

+ +
% ； 

(ii) 当 0α = 时，则 ( )
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! !

n aAa
n n

ψ
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， 

其 中 A 是 一 常 数 , α 是 实 数 1α > − ，

( )0 x aξ +→ → 。 

注 1 因为 Ia ∈ 是区间 I的左端点，所以 ( )xψ%

在点 a 处连续是指在点 a 右连续。由于

( ) ( )
( ) ( )1

lim
1x a

AΓ
x a

Γ n
α

ψ ψ
α+→

+
= =

+ +
% % ，因此 ( )xψ% 在点

a右连续。 

1  主要结果 

定理 2 设 I 是R上一区间， Ia ∈ 是区间 I 的
左端点，函数 , :f g I R→ 满足下列条件： 

(i) 函数 f 与 g 在区间 I 上有 n 阶导数且
( ) ( ) 0ng x ≠ ； 

(ii) ( ) ( ) ( )lim n

x a
f x x a Aα

+→
− = ， 

( ) ( ) ( )lim n
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， 

其中 A,B是非零常数， ,α β 是实数 1, 1α β> − > − ，

且α β≠ ，则下列结论成立： 
o1   存在实数 0>δ ，使 ( ),a a Iδ+ ⊆ ，且

( ),x a a δ∀ ∈ + ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n nf x g x f x g x≠ %% ，其中 
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o2  若再设 ( ),x a a δ∀ ∈ + ,
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, 则

对 于 任 意 ( ),x a a δ∈ + ， 存 在 唯 一 函 数

( ) ( ): , ,c a a a aδ δ+ → + ，使 
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o3   函数 ( ) ( ): , 0,1a aθ δ+ → 定义为 

 ( ) ( )
ax

axcx
−

−
=θ ， ( ),x a a δ∈ +          (4) 

有下列性质： 

a) 对于任意 ( ),x a a δ∈ + ，有    
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 (5) 

b) 存在极限 
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( ) ( ) ( )
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o4   函数 [ ) [ ): , ,c a a a aδ δ+ → + 定义为 

( ) ( )( ), , ,
,

c x x a a
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a x a
δ∈ += 
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在 ax = 可微且 
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证明 o1   由定理 2条件和引理 1，有 
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因此存在一实数 0>δ ，使 ( ),a a Iδ+ ⊆ 且

( ),x a a δ∀ ∈ + ，有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n nf x g x f x g x≠ %% . 

o2   因
( ) ( )
( ) ( )
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′ 
  ≠
 
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，所以
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在(a,a+δ)

上严格单调，进而
( ) ( )
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是单射，因此存在唯一

函数 ( ) ( ): , ,c a a a aδ δ+ → + ，使得(3)成立。 
o3   a) 由(3)和(4)即得证。b) 由引理 1，有 
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其中 ( )1 20, 0 x aξ ξ +→ → → 。由条件(ii)，得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )3
nf a x a x A x a x

α
θ ξ θ+ − = + −  (8) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )4
ng a x a x B x a x

β
θ ξ θ+ − = + −  (9) 

其中 ( )3 40, 0 x aξ ξ +→ → → 。把(6)-(9)代入(5)，得 
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由上面等式，可推出 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 4
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 (10) 
注意到 01 →ξ ， 02 →ξ ， 03 →ξ ， ( )4 0 x aξ +→ →

和 ( ) ( ) axxax −≤− θ ，由(10)，有 
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o4   结论 o4 由 o3 推出。定理 2证毕。 
如果α β= ，则定理 2不再成立，但有： 

定理 3 设 I是 R上一区间， Ia ∈ 是区间 I的左
端点，函数 , :f g I R→ 满足下列条件： 

(i) 函数 f 与 g 在区间 I 上有 n 阶导数且
( ) ( ) 0ng x ≠ ； 

(ii) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim n n

x a
f x A B g x x a Dγ

+→
 − − = 

， 

其中 D, A, B是非零常数，γ 是实数 1γ > − ，则下列

结论成立： 
o1   存在实数 0>δ ，使 ( ),a a Iδ+ ⊆ ，且

( ),x a a δ∀ ∈ + ，有 ( ) ( ) ( ) 0nf x g x ≠% ，其中 
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o2  若再设 ( ),x a a δ∀ ∈ + ,
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对 于 任 意 ( ),x a a δ∈ + ， 存 在 唯 一 函 数
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o3   函数 ( ) ( ): , 0,1a aθ δ+ → 定义为 
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=θ ， ( ),x a a δ∈ +            (12) 

有下列性质： 

c) 对于任意 ( ),x a a δ∈ + ，有    

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1

0
1

0

!

!

kn
k

n
k

k nn
k

k

f a
f x x a f a x a xk

g a g a x a x
g x x a

k

θ

θ

−

=

−

=

− − + −
=

+ −
− −

∑

∑
 

 (13) 
d) 存在极限 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1 1
lim

1 1x a

Γ Γ n
x

Γ n Γ

γ αγ α
θ

γ α+

−

→

 + + +
=   + + + 

 

o4   函数 [ ) [ ): , ,c a a a aδ δ+ → + 定义为 

( ) ( )( ), , ,
,

c x x a a
c x

a x a
δ∈ += 

=
 

在 ax = 可微且 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1 1 1
1 1

Γ Γ n
c a

Γ n Γ

γ αγ α
γ α

− + + +
=   + + + 

 

证明 首先指出定理3 的条件保证了γ α≠ 。事

实上, 若γ α= , 则   

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

lim ( ) ( ) ( ) ( )

lim ( ) ( ) ( ) lim ( ) ( )

( ) 0

n n

x a

n n

x a x a

f x A B g x x a

f x x a A B g x x a

A A B B

γ

α α

+

+ +

→

→ →

 − − = 

− − − =

− =

 

与此极限值 0D ≠ 相矛盾，故γ α≠ 。 
o1   由定理 3条件和引理 1，有 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
1

lim 0,
1

n
n

x a

Dg a Γ
f x g x

Γ n
γ

γ+→

+
= ≠

+ +
%   

因 此 存 在 一 实 数 0>δ ， 使 ( ),a a Iδ+ ⊆ 且

( ),x a a δ∀ ∈ + ，有 ( ) ( ) ( ) 0nf x g x ≠% 。 

o2   因为 ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0n nf x g x ′ ≠ ，所以 

( ) ( ) ( ) ( )n nf x g x 在 ( ),a a δ+ 上严格单调，进而

( ) ( ) ( ) ( )n nf x g x 是单射 , 因此存在唯一函数

( ) ( ): , ,c a a a aδ δ+ → + , 使得(11)成立。 
o3   a) 由(11)和(12)即得证。b) 由引理 1，有 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

0

1

0

!

!

kn
k

k

kn
k

k

f a
f x x a

k

g a
A B g x x a

k

−

=

−

=

− − −

 
− − = 

  

∑

∑
 

( )
( ) ( )1

1
1

nDΓ
x a

Γ n
γγ

ξ
γ

+ +
+ −  + + 

         (14) 

( )
( ) ( ) ( )

1

0 !

kn
k

k

g a
g x x a

k

−

=

− − =∑    

( )
( ) ( )2

1
1

nBΓ
x a

Γ n
αα

ξ
α

+ +
+ −  + + 

      (15) 

其中 ( )1 20, 0 x aξ ξ +→ → → 。由条件(ii)，得 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )3   

n

n

f a x a x

A B g a x a x

D x a x
γ

θ

θ

ξ θ

+ − =

+ − +

+ −

               (16) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )4
ng a x a x B x a x

α
θ ξ θ+ − = + −  (17) 

其中 ( )3 40, 0 x aξ ξ +→ → → 。把 (14)-(17)代入

(13)，并简单运算得 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( )

4

2

1
1

n

B x a x A B

BΓ
x a

Γ n

α

α

ξ θ

α
ξ

α
+

+ −

 +
+ − +  + + 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )4 1

1
1

nDΓ
B x a x x a

Γ n
α γγ

ξ θ ξ
γ

+ +
+ − + −  + + 

=

( )
( ) ( )2

1
1

nBΓ
x a

Γ n
αα

ξ
α

+ +
+ −  + + 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )4 3A B B x a x D x a x
α γ

ξ θ ξ θ + − + + − 
 

整理得 
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( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )4 1

1
1

nDΓ
B x a x x a

Γ n
α γγ

ξ θ ξ
γ

+ +
+ − + −  + + 

=  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 3

1
1

nBΓ
x a D x a x

Γ n
γαα

ξ ξ θ
α

+ +
+ − ⋅ + −  + + 

 

(18) 
注意到 01 →ξ ， 02 →ξ ， 03 →ξ ， 4ξ →  

( )0 x a+→ 和 ( ) ( ) axxax −≤− θ ，由(18)，可推出  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1 1
lim

1 1x a

Γ Γ n
x

Γ n Γ

γ αγ α
θ

γ α

−

→

 + + +
=   + + + 

。 

o4   结论 o4 由 o3 推出，定理 3证毕。 

注 2 由于 o2 中的条件 ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0n nf x g x ′ ≠ ，只

保证存在唯一函数 ( ) ( ): , ,c a a a aδ δ+ → + ，使(11)成立，

因此在定理 3 中如果 0, 1α γ= = ，则该条件

( ) ( ) ( ) ( )( ) 0n nf x g x ′ ≠ 可 以 用 ( ) ( ) ( ) ( )1n nf a g a+ −  

( ) ( ) ( ) ( )1 0n nf a g a+ ≠ 代替。事实上, 当 0, 1α γ= =

时，则 ( ) ( )nA f a= ， ( ) ( )nB g a= 。由引理 1得  

( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

0 0

1

1 1

! !
, , ,

, ,
1 !

k n kn n
k k

n
k k

n

n n n n

n

f a f a g a
f x x a g x x a

k kg a
x a a

f x x a

f a g a f a g a
x a

n g a

δ

− −

= =

+

+ +

  
− − − − −  

    ∈ += −


− = +

∑ ∑
%  

进一步，如果函数 ( ) ( )nf x 与 ( ) ( )ng x 在 I 上可微，则由洛必达法和导数极限定理，有 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

1 1

1 1

0 0

1

1 1

1 1

lim
1 !

! !
lim

1 1lim lim
1 ! 1 !

1 lim lim
1 !

1
1 !

n n n n

nx a

k n kn n
k k

n
k k

nx a

n
n n

nx a x a

n n n n
n x a x a

n

f a g a f a g a
f x

n g a

f a f a g a
f x x a g x x a

k kg a

x a

f a
f x g x

n ng a

g a f x f a g x
g a n

f
g a n

+

+

+ +

+ +

+ +

→

− −

= =

+→

+ +

→ →

+ +

→ →

−
= =

+

 
− − − − − 

   =
−

− =
+ +

 − =  +

+

∑ ∑

%

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1n n n na g a f a g a+ + − 

 

由此推出  

( ) ( ) ( )lim n

x a
f x g x

+→
=%

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1
1 !

lim lim lim

n

n n n n n

x a x a x a

n g a

g a f x f a g x g x
+ + +

+ +

→ → →

⋅
+

 − =  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1 lim
1 !

lim lim lim lim

n
n x a

n n n n

x a x a x a x a

g x
n g a

g x f x f x g x

+

+ + + +

→

+ +

→ → → →

⋅
+

 − =  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 lim

1 !
n n n n

x a
f x g x f x g x

n +

+ +

→
 − = +

 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 0

1 !
n n n nf a g a f a g a

n
+ + − ≠ +

 

因此存在 0>δ ，使 ( ),a a Iδ+ ⊆ ，对 ( ),x a a δ∀ ∈ + ，有

( ) ( ) ( ) 0nf x g x ≠% 和 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0n n n nf x g x f x g x+ +− ≠ ,

且 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

21 1 0

n n

n n n n n

f x g x

f x g x f x g x g x+ +

′ =

   − ≠   

 

从而 ( ) ( ) ( ) ( )n nf x g x 是单射，于是当 0 1α γ= =，

时由定理 3可得如下结果。 
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定理 4[20] R上一区间， Ia ∈ 是 I 的左端点。
RIgf →:, 是两个函数，满足下列条件 

(i) 函数 f ， g在 I 上 1n + 次可微； 

(ii) 对于所有 Ix int∈ ， ( ) ( ) 0ng x ≠ ； 

(iii) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1n n n nf a g a f a g a+ +≠ ，则下

列结论成立： 
o1 存 在 一 实 数 0>δ ， 使 ( ),a a Iδ+ ⊆ ，

( ),x a a δ∈ + ，有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1n n n nf x g x f x g x+ +≠ 并

且
( ) ( )
( ) ( )

n

n

f x
g x

是单射的。 

o2  对于任意 ( ),x a a δ∈ + ，存在唯一函数

( ) ( ): , ,c a a a aδ δ+ → + ，使 

 
( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1

0
1

0

( )!
( )

!

kn
k

n
k

k nn
k

k

f a
f x x a f c xk

g a g c x
g x x a

k

−

=

−

=

− −
=

− −

∑

∑
   

o3  函数 ( ) ( ): , 0,1a aθ δ+ → 定义为 

( ) ( )
ax

axcx
−

−
=θ ， ( ),x a a δ∈ + ， 

有下列性质： 

e) 对于任意 ( ),x a a δ∈ + ，有    

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1

0
1

0

!

!

kn
k

n
k

k nn
k

k

f a
f x x a f a x a xk

g a g a x a x
g x x a

k

θ

θ

−

=

−

=

− − + −
=

+ −
− −

∑

∑
 

f) 存在极限 

( ) 1lim
1x a

x
n

θ
+→

=
+

. 

o4   函数 [ ) [ ): , ,c a a a aδ δ+ → + 定义为 

 ( ) ( )( ), , ,
,

c x x a a
c x

a x a
δ∈ += 

=
 

在 ax = 可微且 

( ) ( )1 1
1

c a
n

=
+

 

下面我们指出由定理 3可推出文[20]中的定理 2。 

在定理 3 中取 0,α γ µ= = ,则 ( ) ( ) ,nA f a=  
( ) ( )nB g a= 。由引理 1得  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

lim

lim

0

n n

x a

n n n n

nx a

n n

n

f x A B g x
D

x a

g a f x f a g x
g a x a

bg a cf a
g a

γ

µ

+

+

→

→

−
= =

−

−
=

−

−
≠

 

由引理 1得  

( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1

0 0! !
, , ,

1
, ,

1

k n kn n
k k

n
k k

n

n n

n

f a f a g a
f x x a g x x a

k kg a
x a a

f x x a

Γ bg a cf a
x a

Γ n g a

µ δ

µ
µ

− −

= =

+

  
− − − − −  

    ∈ += −


+ − ⋅ = + +

∑ ∑
%  

进一步如果函数 ( ) ( )nf x 与 ( ) ( )ng x 在 I 上连续可微，则由洛必达法和导数的定义，有 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

1 1

0 0

1
lim

1

! !
lim

11 lim lim
1

n n

nx a

k n kn n
k k

n
k k

nx a

n n n n
n n

n x a x a

Γ bg a cf a
f x

Γ n g a

f a f a g a
f x x a g x x a

k kg a

x a

Γ f x f a g x g a
g a f a

Γ ng a x a x a

µ

µ µ

µ
µ

µ
µ

+

+

+ +

→

− −

= =

+→

→ →

+ −
= ⋅ =

+ +

 
− − − − − 

   =
−

 + − −
⋅ − = 

+ + − −  

∑ ∑

%
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( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

1 1

0 01 ! ! ! !lim lim

k n k nn n
k n k n

n nk k
n nn x a x a

f a f a g a g a
f x x a x a g x x a x a

k n k ng a f a
g a x a x aµ µ+ +

− −

= =
+ +→ →

 
− − − − − − − − 

 − =
 − −
 
  

∑ ∑

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 lim lim

1 lim lim lim lim

1 lim

n n
n x a x a

n n
n x a x a x a x a

n n
n x a

F x g a f a G x
g a

F x g x f x G x
g a

F x g x f x G x
g a

+ +

+ + + +

+

→ →

→ → → →

→

 − =  

 − =  

 − 

 

由此推出 

( ) ( ) ( )lim n

x a
f x g x

+→
=%  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim n n

x a
F x g x G x f x

+→
 −  , 

于是当 0,α γ µ= = 时由定理 3可得如下结果。 

定理 5[20] 设 I 是R上一区间， Ia ∈ 是区间 I
的左端点，函数 , :f g I R→ 满足下列条件： 

(i) 函数 f 与 g在区间 I 上有n阶连续导数且
( ) ( ) 0ng x ≠ ； 

(ii)存在实数 0α > ，使 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )lim n n

x a
f x f a x a bα

+→
− − = ， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )lim n n

x a
g x g a x a cα

+→
− − = ， 

(iii) ( ) ( ) ( ) ( )n ncf a bg a≠ ，其中 ,b c是常数，则

下列结论成立： 
o1  存在实数 0>δ ，使 ( ),a a Iδ+ ⊆ ，且

( ),x a a δ∀ ∈ + ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n nf x G x F x g x≠ , 其中 

( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

1

0 ! ! , , ,

1
, ,

1

k nn
k n

k
n

f a f a
f x x a x a

k n x a a
x aF x

bΓ
x a

Γ n

µ δ

µ
µ

−

=
+


− − − −

 ∈ + −= 
 + =
 + +

∑
 

( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

1

0 ! ! , , ,

1
, .

1

k nn
k n

k
n

g a g a
g x x a x a

k n x a a
x aG x

cΓ
x a

Γ n

µ δ

µ
µ

−

=
+


− − − −

 ∈ + −= 
 + =
 + +

∑
 

o2  若再设 ( ),x a a δ∀ ∈ + ,
( ) ( )
( ) ( )

0n

nf x

g x

′ 
  ≠
 
 

, 则

对 于 任 意 ( ),x a a δ∈ + ， 存 在 唯 一 函 数

( ) ( ): , ,c a a a aδ δ+ → + ，使 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1

0
1

0

( )!
( )

!

kn
k

n
k

k nn
k

k

f a
f x x a f c xk

g a g c x
g x x a

k

−

=

−

=

− −
=

− −

∑

∑
. 

o3   函数 ( ) ( ): , 0,1a aθ δ+ → 定义为 

( ) ( )
ax

axcx
−

−
=θ ， ( ),x a a δ∈ + ，    

有下列性质： 

g) 对于任意 ( ),x a a δ∈ + ，有    

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1

0
1

0

!

!

kn
k

n
k

k nn
k

k

f a
f x x a f a x a xk

g a g a x a x
g x x a

k

θ

θ

−

=

−

=

− − + −
=

+ −
− −

∑

∑
. 
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h) 存在极限 

  ( ) ( )
( )

1

! 1
lim

1x a

n Γ
x

Γ n

µµ
θ

µ+→

 +
=   + + 

. 

o4   函数 [ ) [ ): , ,c a a a aδ δ+ → + 定义为 

( ) ( )( ), , ,
,

c x x a a
c x

a x a
δ∈ += 

=
 

在 ax = 可微且 

  ( ) ( ) ( )
( )

1

1 ! 1
1

n Γ
c a

Γ n

µµ
µ

 +
=   + + 

 

需要指出的是由于 Ia ∈ 是区间 I 的左端点，因
此本文所涉及函数在点a的导数均为右导数。 
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