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二元函数柯西中值定理“中间点”的渐近估计式 
 

刘冬红 1，*张树义 1，郑晓迪 2 
（1.渤海大学数理学院，辽宁，锦州 121013；2. 锦州师范高等专科学校计算机系，辽宁，锦州 121000） 

 

摘  要：研究了二元函数柯西中值定理“中间点” ( )0 0,x x y xθ θ+ ∆ + ∆ ，当点 ( )0,B x x y y+ ∆ + ∆0
沿 AB连线趋向于点

( )0 0,A x y 时的渐近性态，利用比较函数概念，在一定条件下证明了二元函数柯西中值定理“中间点”

( )0 0,x x y xθ θ+ ∆ + ∆ 新的渐近性定理，获得了渐近估计式统一和发展了有关文献中的相应结果。 
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ASYMPTOTIC ESTIMATION FORMULA OF THE “INTERMEDIATE 
POINT ” IN THE CAUCHY MEAN VALUE THEOREM FOR TWO 

VARIABLE FUNCTIONS 
LIU Dong-hong1；*ZHANG Shu-yi 1；ZHENG Xiao-di 2 

(1. College of Mathematics and Physics, Bohai University, Jinzhou, Liaoning 121013, China; 

2. Department of computer, Jinzhou Teacher’s Training College, Jinzhou, Liaoning 121001, China) 

Abstract: We study asymptotic behavior of the “intermediate point” ( )0 0,x x y xθ θ+ ∆ + ∆ in the Cauchy mean 
value theorem for two variable functions when point ( )0,B x x y y+ ∆ + ∆0  approaches point ( )0 0,A x y along line 
segment AB . Based on the concept for comparison function, the new asymptotic behavior theorems of the 
“intermediate point” ( )0 0,x x y xθ θ+ ∆ + ∆ in the Cauchy mean value theorem for two variable functions are proved 
under certain conditions, we obtain asymptotic estimation formula to unify and extend corresponding results of 
some reference.   
Key words: comparison function; Cauchy mean value theorem for two variable functions; intermediate point; 
L'Hôpital's rule 
 

众所周知，中值定理只给出了“中间点” 

( , )c a b∈ 的存在性，并没有指出“中间点” c在区
间 ( , )a b 内的数目、位置及求法。通过对中值定理
“中间点”渐近性的研究，可以确定“中间点”c
在区间 ( , )a b 内的渐近位置，从而为近似计算提供
一种有效和比较精确的计算方法。关于中值定理

“中间点”渐近性态的研究，开始于Azpeitja[1]在

1982年的文章。Azpeitja证明了在区间[a,x]上的一元

函数 ( )f x 的泰勒公式“中间点”ξ ，当 +→ ax 时

满 足
1

lim
p

x a

n pa
nx a

ξ
+

−

→

+ −
=  −  

， 其 中 ( )( ) 0=+ af jn  

( )pj <≤1 且 ( ) ( ) 0≠+ af pn 。在这之后，关于这方面

问题的研究取得了一些新进展（可见文献[2-21]）。

文献[2]将其推广为 ( )
( )

1
! 1

lim
1x a

n Γa
x a Γ n

α
αξ
α+→

 ⋅ +−
=   − + + 

，
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其中 0α > 。 ( )Γ ⋅ 为Gamma函数。文献[3]将其推广

到了广义泰勒公式的情形，即广义泰勒公式的“中

间点”ξ ，当 +→ ax 时，满足 
1 ( )

( 1) ( 1)lim
( 1) ( 1)x a

a n
x a n

α β
ξ α β

β α+

−

→

 − Γ + Γ + +
=  − Γ + Γ + + 

 

其中 1, 1α β> − > − 。文献[4]使用比较函数得到一

元函数泰勒公式 “中间点”新的渐近估计式。文

献[5]使用比较函数讨论二元函数Taylor中值公式
“中间点”的渐近性态，建立了Taylor中值公式中

的中间点( )0 0,x h y kθ θ+ + 的参数θ，满足如下更为

广泛的渐近估计式

( )

( )
( )

( )

( )

1
1

0
1

!
lim

p
p

n pe

n C
C

ϕ

ϕρ

θ ϕ θρ
ϕ ρ

−
−

→
+ −

= ，这一结

果推广改进了文献[6-12]中的相应结果。文献[13-17]
研究了几种中值定理“中间点”当 x → +∞时的
渐近性。文献[18-21]研究了几种中值定理中间点函
数的可微性。受上述工作启发，本文利用比较函数，

研究二元函数柯西中值定理“中间点”的渐近性态，

建立了新的渐近估计式为： 

( )

( ) ( )
( ) ( )0

lim
e

ρ

ϕ θρ ψ ρ
ψ θρ ϕ ρ→

=  
( ) ( )

( ) ( )
1

1

n n

n n

C C
C C

ϕ ψ

ψ ϕ
−

−

， 

显然本文结果与已往文献[9,12]相比较更具广泛性，
因此本文结果推广和改进了有关文献[9,12]中的相
应结果。 

1  预备知识 

二元函数柯西中值定理[12, 22] 设函数 ( ),f x y ，

( ),g x y 在点 ( )0 0,A x y 的某个邻域E内存在连续的

偏导数，对于 E 内任意一点 ( )0,B x x y y+∆ +∆0
且

B A≠ ，在直线段 AB 上 ( ), 0,x y g x y
x y

 ∂ ∂
∆ +∆ ≠ ∂ ∂ 

 

则  

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

0 0 0

0 0 0

0

0

, ,
, ,

,

,

f x x y y f x y
g x x y y g x y

x y f x x y y
x y

x y g x x y y
x y

θ θ

θ θ

+ ∆ + ∆ −
=

+ ∆ + ∆ −

 ∂ ∂∆ + ∆ + ∆ + ∆ ∂ ∂ 
 ∂ ∂∆ + ∆ + ∆ + ∆ ∂ ∂ 

0

0

0

0

       (1) 

其中0 1θ< < 。 

记 2 2( ) ( )x yρ = ∆ + ∆ ，e
r
表示向量 AB

uuur
的单位

向 量 ， 设 { }cos ,sin ,x ye α α
ρ ρ

 ∆ ∆
= =  

 

r
， 则 有

cos ,x ρ α∆ =  siny ρ α∆ = 。以“
( )

0
e

ρ → ”表示点

( )0,B x x y y+ ∆ + ∆0
沿 AB 连 线 趋 向 于 点

( )0 0,A x y 。 

    定 义 1[4]  设 ( )tψ 定 义 在 半 开 区 间

( ] ( )00 >bb， 上， ( )tϕ 在半开区间 ( ]b，0 上存在

( )1≥mm 阶导数且满足下列条件： 

(i) ( ) ( )

0
lim 0, 0 1 2 , 1

im

t
t t i mϕ

+→
 ⋅ = = ⋅⋅⋅ −  ，，， ； 

    (ii) ( ) ( ) ( )
0

lim ,
i i

ii

t
t t t ϕ ϕϕ ϕ λ λ

+→
⋅ = 为常数,  

0
0 1 2 , 1i m ϕλ= ⋅⋅⋅ =，，， , ； 

    (iii) ( ) ( ) ( )2

0

! 0, 1 2 ,
i

kdef
i

k k
i

C k i C k mϕ
ϕλ

=

= − ⋅ ≠ = ⋅⋅⋅∑ ，， ， 

如果 ( ) ( )tt
t

ϕψ
+→0

lim 存在非零极限，则称 ( )tϕ 是当

+→ 0t 时关于 ( )tψ 的比较函数。 

例 1 在 ( ]( )0 0x x >， 上取 ( ) 1t tϕ = ， 

( )1 2 1t tψ = + ， ( ) ( )2 cos 1t t tψ  = + 
， 

则容易验证 ( )tϕ 是当 +→ 0t 时关于 ( )t1ψ 和 ( )t2ψ
的比较函数。 

    引理 1[4]  设 ( ) αϕ xtx => ,0 ，α 为实数，

1−>α ， 1≥n ， ( )Γ ⋅ 为 Gamma函数，则 

( ) ( ) ( ) ( )11! 2

0

+++=⋅−∑
=

ααλϕ ΓnΓCin
i

i
n

n

i

， 

其中 ( ) ( ) ( )
0

lim
i

ii

t
t t tϕλ ϕ ϕ

+→
= ⋅ = 

( ) ( )
1, 0

1 1 , 1 2
i

i i nα α α
=

 − ⋅⋅⋅ − + = ⋅⋅⋅ ，， ，
 

2  主要结果 

  对于二元函数柯西中值定理中的“中间点”

( )0 0,x h y kθ θ+ + 的参数θ，有如下结果。 

定理  1  设函数 ( ),f x y ， ( ),g x y 在点
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( )0 0,A x y 的某个邻域E内存在连续的n阶偏导数，

对于E内任意一点 ( )0,B x x y y+ ∆ + ∆0
且B A≠ ，在

直线段 AB上 ( ), 0,x y g x y
x y

 ∂ ∂
∆ + ∆ ≠ ∂ ∂ 

又设在半

开区间 ( ]0 δ， 上存在 n 阶导数的函数 ( )ϕ ρ 和

( )ψ ρ 分别是当
( )

0
e

ρ → 时关于 

( )0 0cos sin cos , sin
n

f x y
x y

α α ρ α ρ α
 ∂ ∂

+ + + ∂ ∂ 
和 

( )0 0cos sin cos , sin
n

g x y
x y

α α ρ α ρ α
 ∂ ∂

+ + + ∂ ∂ 
的比较函数，当 1n > 时， 

( )

( ) ( )0 0cos sin , 0 1 1 ,
i

f x y i n
x y

α α
 ∂ ∂

+ = ≤ ≤ − ∂ ∂ 
 

( )

( ) ( )0 0cos sin , 0 1 1
i

g x y i n
x y

α α
 ∂ ∂

+ = ≤ ≤ − ∂ ∂ 
， 

则 二 元 函 数 柯 西 中 值 定 理 中 的 中 间 点

( )0 0,x x y xθ θ+ ∆ + ∆ 的参数θ，有如下渐近估计式  

( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
1

0
1

lim ,n n

n ne

C C
C C

ϕ ψ

ψ ϕρ

ϕ θρ ψ ρ
ψ θρ ϕ ρ

−

→
−

=          (2) 

其中 ( ) ( )ϕ ρ ψ ρ≠ 。 

证明 由定理1的条件可设 

( )

( )

( )
0 0

0

cos sin cos , sin
lim 0.

n

e

f x y
x y b

ρ

α α ρ α ρ α

ϕ ρ→

 ∂ ∂
+ + + ∂ ∂  = ≠

( )

( )

( )
0 0

0

cos sin cos , sin
lim 0.

n

e

f x y
x y c

ρ

α α ρ α ρ α

ψ ρ→

 ∂ ∂
+ + + ∂ ∂  = ≠  

为证式(2)，作下列辅助函数 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

0 0 0

0 0 0

, ,
, ,

f x x y y f x y
h

g x x y y g x y
ψ ρ

ρ
ϕ ρ

+ ∆ + ∆ −
= ⋅

+ ∆ + ∆ −
0

0

 

其中 cos , sinx yρ α ρ α∆ = ∆ = 。注意到，当点 

( )0 0,B x h y k+ + 沿 AB 连 线 ， 即 沿 方 向

{ }cos ,sine α α=
r

趋于点 ( )0 0,A x y 时α 不变，由洛

必达法则，有 

( )

( )
( )

( ) ( )
( )

0 0 0

0 0

cos , sin ,
lim lim n

e e

f x y f x y
h

ρ ρ

ρ α ρ α
ρ

ρ ϕ ρ→ →

+ + −
= ⋅0  

( )
( ) ( )

( )

( )
0 0 0cos , sin ,

n
n

n

C b
g x y g x y cC

ψ

ϕ

ρ ψ ρ
ρ α ρ α

=
+ + −0

 

(3) 
注意到0 1θ< < ，当

( )
0

e
ρ → 时，有

( )
0

e
θρ → ，于是由(1)

有 

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

0

0

0

0

0

10

1

0

lim

,
lim

,

cos sin cos , sin
lim

cos sin cos , sin

e

e

n
e

n

h

x y f x x y y
x y

x y g x x y y
x y

f x y
x y

g x y
x y

ρ

ρ

ρ

ρ

θ θ
ψ ρ
ϕ ρ

θ θ

α α θρ α θρ α

θρ ϕ θρ

θρ ψ θρ

α α θρ α θρ α

ϕ θρ ψ ρ
ψ θρ

→

→

−→

−

=

 ∂ ∂∆ + ∆ + ∆ + ∆ ∂ ∂  ⋅ =
 ∂ ∂∆ + ∆ + ∆ + ∆ ∂ ∂ 
 ∂ ∂

+ + + ∂ ∂  ⋅

⋅
 ∂ ∂+ + + ∂ ∂ 

0

0

0

0

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

1
0

1

limn

n e

C b
cC

ψ

ϕ ρ

ϕ θρ ψ ρ
ϕ ρ ψ θρ ϕ ρ

−

→
−

=

 

(4) 

又由(3)知
( )

( )
0

lim
e

h
ρ

ρ
→

存在，故由(4)知
( )

( ) ( )
( ) ( )0

lim
e

ρ

ϕ θρ ψ ρ
ψ θρ ϕ ρ→

存在，且 

( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

1
0 0

1

lim limn

ne e

C bh
cC

ψ

ϕρ ρ

ϕ θρ ψ ρ
ρ

ψ θρ ϕ ρ
−

→ →
−

=         (5) 

由(3)与(5)立得(2)式。证毕。 

在定理1中取 ( ) ( ), ,s rϕ ρ ρ ψ ρ ρ= =  并应用引

理1立得下面结论。 

推论1 设函数 ( ),f x y ， ( ),g x y 在点 ( )0 0,A x y

的某个邻域E内有连续的n阶偏导数， 0( ,B x x+ ∆  

0 )y y+ ∆ ( )0 0,B x x y y+ ∆ + ∆ 为E内的任意一点

且B A≠ ，在直线段 AB上 

( ), 0x y g x y
x y

 ∂ ∂
∆ + ∆ ≠ ∂ ∂ 

， 

又设 

( )

( )0 0

0

cos sin cos , sin
lim ,

n

s
e

f x y
x y b

ρ

α α ρ α ρ α

ρ→

 ∂ ∂+ + + ∂ ∂  =  
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( )

( )0 0

0

cos sin cos , sin
lim ,

n

r
e

g x y
x y c

ρ

α α ρ α ρ α

ρ→

 ∂ ∂+ + + ∂ ∂  =  

当 1n > 时， 
( )

( ) ( )0 0cos sin , 0 1 1 ,
i

f x y i n
x y

α α
 ∂ ∂

+ = ≤ ≤ − ∂ ∂ 
 

( )

( ) ( )0 0cos sin , 0 1 1
i

g x y i n
x y

α α
 ∂ ∂

+ = ≤ ≤ − ∂ ∂ 
， 

则二元函数柯西中值定理中的中间点 0 ,x xθ+ ∆（  

0 )y xθ+ ∆ 的参数θ，有如下渐近估计式 

( )

1 ( )

0
lim

s r

e

n r
n sρ

θ
−

→

+ =  + 
 

其中 ,b c为非零常数， ,s r 为实数 1, 1s r> − > − 且

s r≠ ， 1n ≥ 。 
在推论 1中取 1n = ，立得下面结论。 

推论 2[12]  设函数 ( ),f x y ， ( ),g x y 在点

( )0 0,A x y 的某个邻域 E内有连续的 n阶偏导数，

( )0 0,B x x y y+ ∆ + ∆ 为E内的任意一点且B A≠ ，在

直线段 AB上 

( ), 0x y g x y
x y

 ∂ ∂
∆ + ∆ ≠ ∂ ∂ 

， 

又设 

( )

( )0 0

0

cos sin cos , sin
lim ,s

e

f x y
x y

b
ρ

α α ρ α ρ α

ρ→

 ∂ ∂
+ + + ∂ ∂  =  

( )

( )0 0

0

cos sin cos , sin
lim ,r

e

g x y
x y

c
ρ

α α ρ α ρ α

ρ→

 ∂ ∂
+ + + ∂ ∂  =  

则 二 元 函 数 柯 西 中 值 定 理 中 的 中 间 点

( )0 0,x x y xθ θ+ ∆ + ∆ 的参数θ，有如下渐近估计式  

( )

1 ( )

0

1lim
1

s r

e

r
sρ

θ
−

→

+ =  + 
， 

其中 ,b c为非零常数， ,s r为非负实数 1, 1s r> − > −

且 s r≠ 。 

若 ( ) ( )ϕ ρ ψ ρ= ，则定理 1不再成立，但有： 

定理 2 在定理 1的条件下，若 ( ) ( )ϕ ρ ψ ρ= ，

再设在半开区间 ( ]0 δ， 上存在 n 阶导数的函数

( )φ ρ 是当
( )

0
e

ρ → 时关于 

( )

( ) ( )

0 0

0 0

cos sin cos , sin

cos sin cos , sin

n

n

f x y
x y

b c g x y
x y

α α ρ α ρ α

α α ρ α ρ α

 ∂ ∂
+ + + − ∂ ∂ 

 ∂ ∂
+ + + ∂ ∂ 

 

的比较函数，则二元函数柯西中值定理中的中间点

( )0 0,x x y xθ θ+ ∆ + ∆ 的参数θ，有如下渐近估计式 

( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
1

0
1

lim n n

n ne

C C
C C

φ ψ

ψ φρ

φ θρ ψ ρ
ψ θρ φ ρ

−

→
−

=          (2) 

证 明  首 先 ( ) ( )φ ρ ψ ρ≠ 。 事 实 上 若

( ) ( )φ ρ ψ ρ=  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 00

0 0

1lim cos sin cos , sin

1 cos sin cos , sin

n

e

n

f x y
x y

b c g x y
x y

ρ
α α ρ α ρ α

ψ ρ

α α ρ α ρ α
ψ ρ

→

 ∂ ∂
+ + + − ∂ ∂ 

 ∂ ∂
+ + + ∂ ∂ 

( ) 0b b c c= − = ， 

这与比较函数矛盾。因此 ( ) ( )φ ρ ψ ρ≠ 。其次 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

0 0 0

0 0 0

, ,
, ,

f x x y y f x y bh
g x x y y g x y c

ψ ρ
ρ

φ ρ

 + ∆ + ∆ −
= − ⋅  + ∆ + ∆ − 

0

0

 

其中 cos , sinx yρ α ρ α∆ = ∆ = 。余下证明仿照定

理 1便可证得定理 2成立。 
在推论1中，若 r s= ，则推论1不再成立，但我

们有推论3 在推论1的条件下，若 r s= ，再设 

( )

( )

( ) ( )

0 00

0 0

lim cos sin cos , sin

1 cos sin cos , sin ,

n

e

n

f x y
x y

b c g x y d
x y

ρ

λ

α α ρ α ρ α

α α ρ α ρ α
ρ

→

 ∂ ∂
+ + + − ∂ ∂ 

 ∂ ∂
+ + + = ∂ ∂ 

 

则 二 元 函 数 柯 西 中 值 定 理 中 的 中 间 点

( )0 0,x x y xθ θ+ ∆ + ∆ 的参数θ，有如下渐近估计式  

( )

1 ( )

0
lim

r

e

n r
n

λ

ρ
θ

λ

−

→

+ =  + 
， 

其中d为非零常数，λ为正实数， 1n ≥ 。 

证明 在定理 2 中取 ( ) ( ), rλφ ρ ρ ψ ρ ρ= = ，

并应用引理 1便可证得。 
在推论 3中取 1n = ，立得下面结论。 
推论 4[12] 在推论 2的条件下，若 r s= ，再设 
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( )

( )

( ) ( )

0 00

0 0

1lim cos sin cos , sin

1 cos sin cos , sin

e

f x y
x y

b c g x y d
x y

λρ

λ

α α ρ α ρ α
ρ

α α ρ α ρ α
ρ

→

 ∂ ∂
+ + + − ∂ ∂ 

 ∂ ∂
+ + + = ∂ ∂ 

 

则 二 元 函 数 柯 西 中 值 定 理 中 的 中 间 点

( )0 0,x x y xθ θ+ ∆ + ∆ 的参数θ，有如下渐近估计式： 

( )

1 ( )

0

1lim
1

r

e

r λ

ρ
θ

λ

−

→

+ =  + 
， 

其中d为非零常数，λ为实数 1λ > − ， 1n ≥ 。 
    由方向导数定义知 

( )

( )

( )

0 00

0 0

1lim cos sin cos , sin

1 cos sin ,

n

e

n

f x y
x y

f x y
x y

ρ
α α ρ α ρ α

ρ

α α
ρ

→

 ∂ ∂
+ + + − ∂ ∂ 

 ∂ ∂
+ = ∂ ∂ 

( )
( )0 0,

cos sin ,
n

x y

f x y
e x y

α α
  ∂ ∂ ∂

+  ∂ ∂ ∂   
。 

设 ( ),f x y 在点 ( )0 0,A x y 的某个邻域E内有连

续 1n + 阶偏导数，由方向导数计算公式有 

( )
( )

( )

0 0,

0 0

cos sin ,

cos cos sin ,

n

x y

n

x

f x y
e x y

f x y
x y

α α

α α α

  ∂ ∂ ∂
+ =  ∂ ∂ ∂   

 ∂ ∂
+ + ∂ ∂ 

 

( )0 0sin cos sin ,
n

yf x y
x y

α α α
 ∂ ∂

+ ∂ ∂ 
。 

由文[14]中的引理有 

( )

( )

( )

0 0

0 0

1

0 0

cos cos sin ,

sin cos sin ,

cos sin ,

n

x

n

y

n

f x y
x y

f x y
x y

f x y
x y

α α α

α α α

α α
+

 ∂ ∂
+ + ∂ ∂ 

 ∂ ∂
+ = ∂ ∂ 

 ∂ ∂
+ ∂ ∂ 

 

于是在推论 3 中取 0, 1r s λ= = = ，便得下面

结论。 

推论 5设 ( ),f x y ， ( ),g x y 在点 ( )0 0,A x y 的某

个 邻 域 E 内 在 连 续 的 1n + 阶 偏 导 数 ，

( )0 0,B x x y y+ ∆ + ∆ 为 E内的任意一点且B A≠ ，在

直线段 AB上 ( ), 0x y g x y
x y

 ∂ ∂
∆ + ∆ ≠ ∂ ∂ 

，又设 

( )

( )

( )

( )

1

0 0

0 0

0 0

1

0 0

cos sin ,

cos sin ,

cos sin ,

cos sin , 0,

n

n

n

n

f x y
x y

g x y
x y

f x y
x y

g x y
x y

α α

α α

α α

α α

+

+

 ∂ ∂
+ ⋅ ∂ ∂ 

 ∂ ∂
+ ∂ ∂ 

 ∂ ∂
− + ⋅ ∂ ∂ 

 ∂ ∂
+ ≠ ∂ ∂ 

 

当 1n > 时， 
( )

( ) ( )0 0cos sin , 0 1 1 ,
i

f x y i n
x y

α α
 ∂ ∂

+ = ≤ ≤ − ∂ ∂ 
( )

( ) ( )0 0cos sin , 0 1 1
i

g x y i n
x y

α α
 ∂ ∂

+ = ≤ ≤ − ∂ ∂ 
，

则 二 元 函 数 柯 西 中 值 定 理 中 的 中 间 点

( )0 0,x x y xθ θ+ ∆ + ∆ 的参数θ，有如下渐近估计式 

( )
0

lim
1

e

n
nρ

θ
→

=
+
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可能有无色的中间产物生成。 
4）催化剂的XRD表征说明，600℃煅烧后的

ZnO属于六方晶系纤锌矿结构，而且煅烧后的ZnO
样品结晶度较好，有利于提高光催化性能。 
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