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外啮合高阶分段变性椭圆齿轮虚拟插削与分析 
 

*李  军，刘有余 

(安徽工程大学机械与汽车工程学院，安徽，芜湖 241000) 

 
摘  要：为了探索节曲线内凹的高阶分段变性椭圆（斜）齿轮插削方法，基于外啮合非圆齿轮的运动特征和节曲

线规律，建立高阶分段变性椭圆直齿轮展成插削加工数学模型和插齿刀数学模型；利用计算机技术对高阶分段变

性椭圆节曲线凹凸性和凹凸部最小半径进行校验；构建直齿高阶分段变性椭圆齿轮齿坯等极角、齿坯等弧长和齿

坯等转角插削方案，设计斜齿高阶分段变性椭圆轮的齿坯和插齿刀附加运动，利用 Solidworks二次开发功能进行

仿真加工。虚拟插削结果表明节曲线内凹的高阶分段变性椭圆（斜）齿轮能采用上述方法进行插削，相同插削效

率下，等弧长插削出的高阶分段变性椭圆齿轮齿廓精度一致，其余插削方案各齿廓精度有差异；斜齿轮插削附加

运动对齿向精度无影响。 
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VIRTUAL SLOTTING AND ANALYSIS OF EXTERNAL HIGH ORDER 
SEGMENT DEFORMED ELLIPTIC GEARS 

 
* LI Jun, LIU You-yu 

(School of Mechanical and Automotive Engineering, Anhui Polytechnic University, Wuhu, Anhui 241000, China) 

Abstract: The slotting method of external higher order deformed segment elliptic gears with partial concave pitch 
curve was studied. Base on slotting features of non-circular gears and pitch curve principle of elliptic gears, the 
slotting model of spur gears and slotting cutter was built by using SolidWorks. We also verify the partial concave 
pitch curve and minimum radius of higher order deformed segment elliptic gears based on the computer 
technology. Some slotting schemes of spur gear were constructed, which includes the equal polar-angle of 
workpiece, the equal rotary-angle of workpiece and the equal arc-length of workpiece. The extra rotation of 
slotting and extra rotation of workpiece of helical gear along its shaft were designed. Those methods were 
simulated using secondary development function of Soldworks. Virtual slotting indicated that external higher 
order deformed segment elliptic gears can be slotted by using above schemes. The slotting accuracy among teeth 
is the same in using the method of equal arc-length of workpiece and other slotting accuracy among teeth is 
different under the same stroke speed of slotting cutter. The tooth profile accuracy is independent of increment 
motion. 
Key words: high order segment deformed elliptic gears; external gears; tooth accuracy; secondary development; 
virtual slotting 
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0  引言 

高阶分段变性椭圆齿轮是一种新型非圆齿轮，

相比高阶椭圆齿轮，这种齿轮在啮合一周内传动比

曲线发生多个变化周期，且在每个变化周期内传动

比曲线不对称[1]。高阶分段变性椭圆齿轮具有普通

非圆齿轮优点，可以实现复杂变传动比传动的机械

传动部件，其传动机构不仅可以实现主动件和从动

件转角间的非线性关系，而且具有结构紧凑，传动

过程平稳精准等优点[2]。非圆齿轮传动广泛应用于

工程机械、机床、汽车及航空航天等领域，但是由

于非圆齿轮种类繁多，设计计算复杂，加工制造困

难，所以非圆齿轮设计制造技术和 CAD 系统开发
自问世应用以来一直是制造业的热点与难点。当前

比较成熟且广泛应用的是线切割加工技术，但其效

率太低，只适用于小批量生产[3]，此外，出现的电

火花[4]、激光等新型的加工方法，这种加工方法不

仅加工效率低，而且仅适用于加工比较特殊材质和

厚度极薄的齿轮。 
高阶分段变性椭圆齿轮节曲线复杂多变，至今

还没有一种健全的方法对其进行指导设计和制造。

通过分析节曲线规律和非圆齿轮[5]啮合特性，建立

虚拟插削和插齿刀数学模型；借助于计算机技术，

对节曲线凹凸性进行分析，从而决定展成加工方

法；利用 solidworsk里面二次开发功能，实现高阶
分段变性椭圆齿轮虚拟插削仿真加工，分析插削最

优方法，并对齿廓精度进行分析；高阶分段变性椭

圆斜齿轮插削运动进行分析和仿真。 

1  高阶分段变性椭圆齿轮插削数学

模型 

1.1  插削加工数学模型与高阶分段变性椭圆齿轮
节曲线 
高阶分段变性椭圆齿轮齿坯以右焦点为原点

建立工件坐标系 ( )a a a a aS o x y z 与工作台重合，齿坯

绕 az 轴以角速度 aw 转动，插齿刀绕 bz 轴以角速度

bw 在齿坯节曲线上做纯滚动，同时做插削运动，与

齿坯形成啮合加工的展成运动，插齿刀在平面

b b bx o y 以 xv 做退刀运动，并沿 bz 轴做进给运动，保

证切 除全部齿 宽，从而 建立刀具坐标系

( )b b b b bS o x y z 与插齿刀固联[6]。如图 1所示。 
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图 1 高阶分段变性椭圆齿轮插削加工断面图 

Fig.1 Slotting section diagram of high order segment deformed 
elliptic gears 

 

高阶分段变性椭圆齿轮椭圆是将高阶椭圆齿

轮一周上的传动比分成 n周期，每周期变性成N段。 
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式中：N为分段数； 1,2,3, ,j N= ⋅⋅⋅ ， jm 为每段变

性系数。 
高阶分段变性椭圆齿轮节曲线方程[7]： 
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(2) 
式中：n为阶数， 1,2,3, ,i n= L ；a为长半轴；e为

偏形率；n为阶数；θ为极角。 
如图 2 所示，当 150a = ， 0.1e = 几种高阶分

段变性椭圆齿轮节曲线。 
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a) 二阶二段变性椭圆  b) 三阶三段变性椭圆 c) 四阶四段变性椭圆  d) 五阶四段变性椭圆 

图 2 高阶分段变性椭圆 
Fig.2 High order segment deformed elliptic gears 

 

1.2 插削啮合数学模型 
插齿刀沿高阶分段齿坯节曲线做纯滚动运动，

同时在平面进给运动和轴向冲程插削运动，啮合包

络一周加工出高阶分段变性椭圆齿轮所有齿廓。如

图 1所示，插齿刀加工一段时间，其刀位点从 bo 运

动到 '
bo ，刀具坐标系公转角度为 λ，随插齿刀自转

角度为 β，总转角为ψ，P点为插齿刀分度圆和齿

坯节曲线的相切点， 'PP 为P的公切线， 'PP 的正
方向与极径正方向的夹角u [8]： 
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插齿刀沿齿坯节曲线上的纯滚动的弧长的mp等于

插齿刀啮合过程的弧长
'm p  ： 
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1.3 建立插齿刀数学模 
如图 3所示，粗实线为 1节距齿廓，由 A、B、

C、D、E、F、G、H、A1、B1、C1、D1、E1、F1、

G1、H1、J、J1特征组成。A 点和 A1点在基圆上，

H 点和 H1点在齿顶圆上，AH 段和 A1H1段分别是

渐开线齿廓。 

B
C
D

E

F

H

G

C1

B1

A1

D1

E1

F1

H1

G1

J
J1

A

o

Y

X

Rf

Rb

Ra

Rbj

M

u θ

m

 
图 3 插齿刀数学模型 

Fig.3 Mathematical model of slotting cutter 
 

A点在 Y轴上，为 AH段渐开线齿廓的起点，
AH段渐开线齿廓的展角u： 

 
2

1Dau
Db

= −                  (6) 

式中： aD 为齿顶圆直径； bD 为基圆直径。 

插齿刀齿顶圆直径 aD ： 
* *( 2 2 )

na n aD M z h c= + +           (7) 

式中：Z为插齿刀齿数; *
ah 为齿顶高系数； *

nc 为顶

隙系数。 

插齿刀基圆半径为 bD ： 

cosb nD M Z a=                 (8) 

式中: a为基圆压力角，取 20°。 
如图 3所示展角u分成分为 7等分，为提高渐

开线齿廓的精度，可以适当把展角分成更多的等

分，如果初始值为 T，把展角u分成 N等分，则有
第 n等分角度值： 

n
u

T T n
N

= +                  (9) 
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根据渐开线曲线方程，上述渐开线 AH 段齿廓点的
坐标方程： 

( )
( )

1 0.5 sin( ) 0.5 cos( )

1 0.5 cos( ) 0.5 sin( )
b n b n n

b n b n n

x n D T D T T

y n D T D T T

+ = −


+ = +
  (10) 

插齿刀节圆上的齿厚 s： 

          2ns πM=                 (11) 

得一个齿厚对应的角度 j： 

cos ( )nsb a s M Zinva= +        (12) 

再根据反渐开线曲线方程，上述渐开线 1 1A H 段齿
廓点的坐标方程： 

 





( )
( )

1 0.5 sin( ) 0.5 cos( )) cos (0.5 cos( ) 0.5 sin( )) sin
1 (0.5 sin( ) 0.5 cos( ))sin (0.5 cos( ) 0.5 sin( )) cos

b n b n n b n b n n

b n b n n b n b n n

p n D T D T T j D T D T T j
q n D T D T T j D T D T T j

ì + = - + + +ï
í
ï + = - + +î

（       (13) 

 

1A J 段为与 1 1A H 段渐开线齿廓和齿根圆均相切，

1AJ 段与 AH 段渐开线齿廓和齿根圆均相切。如图

3所示， A点和 1A点在基圆上，初始值为T 取 0°，

通过式（10）与式（13）计算出坐标 A和 1A的坐

标为 1 1( , )x y ， 1 1( , )p q 。 

1AJ 过渡圆弧的半径 gr ： 

           ( )2 2 2g b f fr R R R= -            (14) 

由齿廓上任一点k的压力角 ka 和极径 kR 得任意圆

上的齿厚 ks ： 

( ) ( )2 tan tank k bj k k ks sR R R a a a a= − − − −     (15) 

将 aR 代入式（19）中得插齿刀外圈上的齿厚 as ，通

过弧度与角度的关系求出，插齿刀外圈上的厚度角θ。 
J 点在齿根圆上，采用近似求解的方法得出 J

的坐标： 
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式中： 1n 为近似的角度系数。 

通过 J 点关于直线对称方法，求解出 1J 点坐

标，如图 3所示直线oM ，o点为坐标原点，M 点

的坐标为： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )8 8 2 8 , 8 8 8 2p x x y y q- + - -  

从而得到直线oM 方程，过 J 点垂直于直线oM 的

1J ， 1JJ 与直线oM 的交点为m。 
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由式（21）得m点坐标为((l1l3+ l2l4)/( l1
2l2+ l1), ((l1l3+ 

l2l4)/( l1
2l1+ l1)( l2/ l1)，从而得出 1J 点坐标为(2(l1l3+ 

l2l4)/(l1
2/l1+ l1)- l3, (2(l1l3+ l2l4)/( l1

2/l1+ l1))( l2/ l1)- l4)。

通过切线圆弧指令得到 1A J段和 1AJ 段过渡圆弧。 

2  高阶分段变性椭圆齿轮节曲线凹

凸性及凹凸处最小半径校验 

高阶分段变性椭圆齿轮节曲线比较复杂，节曲

线上每点的曲率半径不同，其凹凸性决定了加工方

法的选择。凸处过小的曲率半径会引起齿轮加工出

现根切现象而降低强度，凹处节曲线会导致插齿刀

半径大于最小曲率半径而无法加工，因此有必要对

节曲线凹凸性及凹凸处最小半径进行校验。 
2.1 节曲线凹凸性校验 
高阶分段变性椭圆齿轮凹凸性可根据节曲线上

每点曲率半径的正负来判断。设节曲线极坐标方程为

( )r r φ= ， [ ],φ a bÎ 。有节曲线曲率半径方程[9]： 
2

2 2 3 2 2 2
2

d d d( ( ) ) ( ( ) - )
d d d

r r rp r r r
φ φ φ

= + +     (18) 

将极角区间离散成一系列极角值，对应着每个极角

值求出曲率半径，如果没有出现负值节曲线就为凸

性，反正为凹性。将节曲线的极角区间离散成N 等
分，对应校验节曲线凹凸性的算法流程图见图 4。 



井冈山大学学报(自然科学版) 80

 
图 4 高阶分段变性椭圆节曲线凹凸性检验流程图 

Fig.4 Program flow chart of concavity and convexity judgment of high order segment deformed elliptic gear pitch curve 
 

2.2  节曲线凹凸性最小半径校验 
节曲线全凸的椭圆齿轮可以采用滚齿或插齿

的方法加工，对于节曲线有内凹的非圆齿轮或非圆

内齿轮则采用插齿插削的方法加工。如图 4所示，
分别把节曲线上离散点的曲率半径存放于数组

Rao( )和 Rtu( )中。凸部曲率半径最小值 Rtumin计
算流程如图 5所示： 

 
图 5节曲线凸部曲率半径最小值检验流程图 

Fig.5 Program flow chart of minimum curvature radius of pitch 
curve convexity 

根据凸部曲率半径最小值，算出加工时不发生

根切的最大模数： 
2

min
max

sin
( ) cos

tup a
m

ha c β* *=
+

       (19) 

式中：a为刀具压力角；ha*为齿顶高系数；c*为

顶隙系数； β为螺旋角；非圆外齿轮 min min=tu tup R ，

非圆内齿轮 min min=tu aop R 。 

节曲线有内凹的高阶分段变性椭圆齿轮需要

对插齿刀的半径进行校验，以免插齿刀半径大于节

曲线最小曲率半径导致无法加工。加工时，模数确

定，插齿刀的齿数直接影响其节圆的大小，插齿刀

最多齿数： 

min
max

aoR
z

m
=                 (20) 

式中：m为端面模数；非圆外齿轮 min min=ao aop R ，

非圆内齿轮 min min=ao tup R 。 

考虑齿刀加工过程中会出现齿形干涉和顶切

问题，不出现齿形干涉插齿刀最小齿数为： 

( )2 2

min1

1 sin ( )
( 1)

a ha c
z

ha c

* *

* *

- +
=

+ -
      (21) 
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不出现顶切的最小插齿刀齿数： 

min 2 2

2
sin

z
a

=                 (22) 

实际计算时要综合以上不同的约束条件得出

的插齿刀的齿数，当式（20）到式（22）不能同时
满足时，式（22）为主要公式进行考虑。 

3  高阶分段变性椭圆直齿轮插削仿

真加工 

插齿刀插削加工高阶分段变性椭圆齿坯时，根

据齿坯和插齿刀的转动方法的不同可分为齿坯等

极角插削、齿坯等弧长插削和齿坯等转角插削 3种
方式。 
3.1 齿坯等极角插削 
齿坯相对于机床转动相同的极角，插齿刀进行

插削，插削一周所用时间为Nt，单位时间 t齿坯转
动的极角为2π N，齿坯等极角速度为w： 

2w π Nt=     θ nwt=          (23) 
根据式（5）和式（3）可确定插齿刀的弧长 s和插
齿刀分度圆与齿坯节曲线的公切点处的夹角u。 
刀具坐标系转动的角度为 λ： 

= 2λ u θ π+ -                  (24) 
再根据式（5）可推导出插削时间nt插齿刀齿廓转
动的角度 β： 

= 2bjβ s r u θ π+ + -          (25) 

直齿虚拟插削包络图如图 6所示，节曲线有内凹的
高阶分段变性椭圆齿轮也能够包络插削，齿坯外围

为插齿刀刀位点的运动轨迹，其分布不均，各处齿

廓插削精度不同。 
3.2 齿坯等弧长插削 

齿坯相对于机床转动过相同的弧长，即刀具坐

标系的角速度 tw 保持不变，插齿刀进行插削，插削
一周所用时间Nt，共插削N 次，单位时间 t内插
削弧长为 s N 。 

刀具坐标系公转角度：               
= tψ w nt                       (26) 

经过时间 nt内，插齿刀刀位点 bo 在 a a ax o y 平面的
坐标： 

'

'

cos
b

b

o

o

x ll γ

y ll sinγ

 =


=
                 (27) 

插齿刀沿齿坯节曲线纯滚动的弧长: 
2

2
'0

d d
d

θ rs sn N r θ
θ

 = = +  
 ∫           (28) 

将式（3）和式（26）代入式（25）可得转角 β。
直齿虚拟包络插削结果如图 6，齿坯外围插齿刀的
刀位点轨迹均匀一致，各处齿廓精度一致。 
3.3 齿坯转角插削 
齿坯相对机床转过相同的转角，插齿刀进行插

削，插削一周所用时间为Nt，单位时间 t内齿坯转
动的角度为2π N，齿坯等转角速度为 aw ： 

2aw π Nt= ， aγ w t=                (29) 

将式（3）和式（29）代入式（4），得： 

2
2

cos
arcsin( )bj

a

r u
θ w t

drr dθ
dθ

= +
 +  
 

       (30) 

从而求出 t时刻，插齿刀和齿坯啮合点 p处的极角
θ，其余的和等极角插削法相同。如图 6所示，插
齿刀刀位点运动轨迹分布不均，各处齿廓精度不一

致，离心率越大，插削齿廓整体精度越低。 

 
   a)齿坯等极角转动                 b)齿坯等弧长转动              c)齿坯等转角转动 

图 6 插削高阶分段变性椭圆齿轮平面运动刀位轨迹图 
Fig.6 Plane motion path chart of cutter for slotting high order segment deformed elliptic gears 
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4  高阶分段变性椭圆齿轮斜齿插削

仿真加工 

高阶分段变性椭圆斜齿轮平面联动方法与直

齿轮相同。为了加工出具有一定螺旋角的斜齿轮，

基于等弧长虚拟插削在插齿刀或齿坯上附加一个

转动[10]。 

插齿刀有沿轴向运动 zv ，插削每移动一个螺旋

线导程，插齿刀附加转动一周。有附加运动 bwD ： 

( tan ) /b z bjw v β rD =            (31) 

插削时间为 t时，插齿刀合成转角 'β ： 
' ( tan )z bjβ β v t β r=           (32) 

插刀旋向与转动方向相同时取“-”，反之取“+”。插
削结果如图 7所示，所示插削结果正确。 
插齿刀沿齿坯轴向移动一个螺旋线的导程，齿

坯附加转动一周。插削时间为 t时，齿坯附加运动
为 bwD ： 

0 0
d tan d

t t

a zw r t v β t∆ =∫ ∫         (33) 

两边求导化简求解为：
tanz

a
v β

w
r

D =  

所以齿坯合成转角为： '

0

tan d
t zv βγ γ t

r
= ± ∫  

插刀旋向与转动方向相同时取“-”，反之取“+”。插
削结果如图（8）所示，由图所示插削结果正确。 

  
a)左旋 

 
b）右旋 

图 7插齿刀附加运动插削二阶二段椭圆斜齿轮 
Fig.7 Method of addition movement on slotting cutter for 
second orders and second segments deformed elliptic gear 

  
a)左旋 

 
b）右旋 

图 8齿坯附加运动插削二阶二段椭圆斜齿轮 
Fig.8 Method of addition movement on workpiece for 

second orders and second segments deformed elliptic gear 

5  结论 

根据椭圆齿轮啮合原理，建立高阶分段变性椭

圆齿轮加工联动数学模型和插齿刀数学模型；并对

其节曲线凹凸性进行讨论，确定加工方法；根据平

面内插齿刀和齿坯转动方式得不同，建立 3种直齿
插削方法，分别为等弧长插削、等极角插削和等转

角插削，并通过 solidworks里面二次开发功能进行
仿真加工，仿真插削结果验证三种插削方法都正

确，其中等弧长插削加工后的各处齿廓精度一致，

其余两种插削各齿廓精度有差异。 
根据椭圆斜齿轮的特征，分别对齿坯和插齿刀

轴向附加运动，并进行仿真插削加工，均能插削出

左旋和右旋的高阶分段变性椭圆齿轮，且齿向精度

无差异。虚拟插削结果验证高阶分段变性椭圆齿轮

插削理论，可以进一步推广到自由节曲线非圆齿轮

的应用，从而对非圆齿轮计算机辅助设计系统开发

有一定帮助。 
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Fig.4 Pressure of sealing cover of different angle 

 
图 5 升力系数随角度变化曲线 

Fig.5 Lift coefficient with different angle 

 
图 6 阻力系数随角度变化曲线 

Fig.6 Drag coefficient with different angle 

 
图 7 力矩系数随角度变化曲线 

Fig.7 Moment coefficient with different angle 

4  结论 

从文中结果分析来看，本文建立的数值方法是

可靠的，可以用于分析密封盖的气动特性。从气动

特性曲线可见，密封盖的升力系数、阻力系数和力

矩系数的变化趋势符合正弦曲线变化趋势。当密封

盖与来流方向成 210 º 夹角时，升力系数最大；当
密封盖凹面正对来流方向时，阻力系数最大；当密

封盖与来流方向成 45 º夹角时，力矩系数最大。 
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