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与 GM凸函数有关的若干积分不等式 
 

*时统业，李  鼎，李  军 
（海军指挥学院信息系，江苏 南京，211800） 

 
摘  要：利用 GM凸函数与 GA凸函数的关系，证明了 GM凸函数存在单侧导数，并通过不等式建立了 GM凸函

数与其单侧导数的联系。给出 GA 凸函数的左(右)导数积分的计算公式。用普通数学分析的方法建立了若干 GM

凸函数的积分不等式。 
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INTEGRAL INEQUALITIES RELATED TO GM-CONVEX FUNCTIONS 
*SHI Tong-ye, LI Ding, LI Jun 

(Department of Information，PLA Naval Command College，Nanjing，211800, China) 

Abstract: With the aid of the relationship between GM-convex functions and GA-convex functions，the existence 
of unilateral derivatives of GM-convex functions is proved，and the relation between GM-convex function and its 
unilateral derivative is established through inequalities. Calculating formulas of left or right derivative integration 
of GA-convex function are given. Integral inequalities for GM-convex functions are obtained by using 
mathematical analysis． 
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1  预备知识 

凸函数在许多数学分支学科中都有重要的作

用。近些年来，国内外许多专家学者提出了一些新

的凸函数的概念。关于各种类型凸函数的性质及与

凸函数有关的不等式已有许多研究成果。最近，作

为对几何凸函数、GA-凸函数、GH-凸函数的推广，
文献[1]提出了 GM-凸函数的概念。本文将研究与
GM-凸函数有关的积分不等式，仍然使用常见的方
法，即：或者从凸函数的定义出发，或者利用不同

类型凸函数之间的关系，或者借助凸函数与其单侧

导数的关系。 
定义 1[1]  设 I⊆(0,+∞)，f：I→(0,+∞)，若对任

意 x1，x2∈I和任意 t∈[0，1]，存在实数 r，使得 
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则称 f(x)是区间 I上的 GM凸(凹)函数，其中，当 r>0
时，称 f(x)是 I上的 GMr+-凸(凹)函数，当 r<0时，
称 f(x)是 I上的 GMr--凸(凹)函数。 

定义 2[2] 设 f(x)是定义在区间 I⊆(0，∞)上的实
值函数，如果对于任意 x1，x2∈I和 t∈(0，1)，有 

  ( )tt xxf −1
21 ≤(≥) ( ) ( ) ( )21 1 xftxtf −+ ，                    

则称 f(x)在区间 I是 GA-凸(凹)函数。 
引理 1[1]  设 f(x)是定义在区间 I⊆(0，+∞)上的

正值函数，则 
_______________________________ 
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i)  f(x)是 I 上的 GMr+-凸(凹)函数的充要条件

是 ( )xf r
是 I上的 GA凸(凹)函数； 

ii)  f(x)是 I 上的 GMr--凸(凹)函数的充要条件

是 ( )xf r
是 I上的 GA凹(凸)函数。 

引理 2[3]  设 f：I⊆(0，+∞)→R， { }IxxJ ∈= ln ，

则 f 为 I 上的 GA 凸 (凹 )函数当且仅当

( )xefJxg →∈: 为 J上的凸(凹)函数，f在任意 x∈I

处的单侧导数存在，且 ( )xf+′ ≥(≤) ( )xf−′ 。 

引理 3  设 f：[a，b]⊆(0，+∞)→R为 GA凸(凹)

函数，则 ( )xfx +′ 和 ( )xfx −′ 在(a，b)单调不减(不增)。 

证明  当 f为 GA凸函数时，由文献[4]的引理
3知结论成立。当 f为 GA凹函数时，-f为 GA凸函
数，易知结论成立。 
引理 4[5]  设 f(x)为[a，b]上的凸(凹)函数，则

对任意 x∈[a，b]，y∈(a，b)，有： 

( ) ( )yfxf − ≥(≤) ( ) ( )yfyx ±′− 。 

引理 5  设 f：[a，b]⊆(0，+∞)→(0，+∞)为 GMr+-
凸(凹)函数，则 

(i)  f在(a，b)内任意点处的单侧导数存在； 
(ii) 当 x，y∈(a，b)，y<x时，有： 

( ) ( )yfyyf r
−

− ′1 ≤(≥) ( ) ( )yfyyf r
+

− ′1 ≤(≥) 

( ) ( )xfxxf r
−

− ′1 ≤(≥) ( ) ( )xfxxf r
+

− ′1 ；         (1) 

(iii)  对任意 x∈[a，b]，y∈(a，b)，有： 

( ) ( )yfxf rr − ≥(≤) 

( ) ( )( )yxyfyryf r lnln1 −′±
−

。            (2) 

证明  令 ( ) ( )xfxg r= ，x∈[a，b]，由引理 1

知 ( )xg 是[a，b]上的 GA凸(凹)函数。 

(i) 由引理 2 知 ( )xg 在(a，b)内的单侧导数

( )xg+′ 和 ( )xg−′ 存在，而 f(x)是由 ru
1

与 ( )xgu = 复合

而成，故 f的单侧导数存在，并且： 

( ) ( ) ( ) ( )xgxf
r

xgu
r

xf rr
+

−
+

−

+ ′=′=′ 111 11
， 

( ) ( ) ( ) ( )xgxf
r

xgu
r

xf rr
−

−
−

−

− ′=′=′ 111 11
， 

由此得： 

( ) ( ) ( )xfxrfxg r
+

−
+ ′=′ 1 ， 
' 1 '( ) ( ) ( )rg x rf x f x
− −

−= 。 

(ii)  当 x，y∈(a，b)，y<x 时，由引理 2和引
理 3得： 

( )ygy −′ ≤(≥) ( )ygy +′ ≤(≥) 
' ( )xg x− ≤(≥) ( )xgx +′ ， 

由此证得式(1)成立。 

(iii)  令 ( ) ( )xr efxh = ，x∈[lna，lnb]，因为 f

是 GMr+-凸(凹)函数，所以由引理 1和引理 2知 ( )xh
是 [lna ， lnb] 上 的 凸 ( 凹 ) 函 数 。

' ( )h x+ ( ) ( )xxrx efefre ±
− ′= 1 。对任意 x∈[a，b]，y∈(a，

b)，令 s=lnx，t=lny，则有 s∈[lna，lnb]，t∈(lna，

lnb)，对函数 ( )xh 使用引理 4有： 

( ) ( )thsh − ≥(≤) ( ) ( )thts ±′− ， 

即式(2)成立。 
注 1   若 f 为 GMr--凸(凹)函数时，引理 4(ii)

中的不等式不变，而引理 5(iii)中的不等式反向。 
引理 6[6]  设 f是[a，b]上的连续凸函数，g在[a，

b]上有连续的导函数且至多只有有限个零点，则： 

( ) ( ) ( ) ( )d d
b b

a a
g x f x x g x f x x− +′ ′= =∫ ∫  

( ) ( )( ) ( ) ( )d
bb

a a
g x f x f x g x x′− ∫ 。 

引理 7  设 f 是[a，b]⊆(0，∞)上的连续的 GA
凸(凹)函数，g在[a，b]上有连续的导函数且至多只
有有限个零点，则有： 

( ) ( ) ( ) ( )d d
b b

a a
g x f x x g x f x x− +′ ′= =∫ ∫  

( ) ( )( ) ( ) ( )d
bb

a a
g x f x f x g x x′− ∫ 。         (3) 

证明  设 ( ) ( )xefxh = ，由引理 2知 ( )xh 是[lna，

lnb]上的连续凸(凹)函数。因 g在[a，b]上有连续的

导函数且至多只有有限个零点，所以 ( )xeg 在[lna，

lnb]上有连续的导函数且至多只有有限个零点。对

( )xh 和 ( )xeg 在[lna，lnb]上使用引理 6，得： 

( ) ( ) ( ) ( )
 ln  ln

 ln  ln
d d

b bx x

a a
g e h x x g e h x x− +′ ′= =∫ ∫  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )ln  ln

 lnln
d

b bx x
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g e h x h x g e x

′
− ∫ ， 

其中 

( ) ( )
 ln
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b x

a
g e h x x−′ =∫  

( ) ( ) ln
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d

b x x x

a
g e e f e x−′ =∫ ( ) ( )
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g x f x x−′∫ ， 
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( ) ( )
 ln

 ln
d

b x

a
g e h x x+′ =∫  

( ) ( ) ( ) ( )
 ln  

 ln  
d d

b bx x x

a a
g e e f e x g x f x x+ +′ ′=∫ ∫ ， 

( ) ( )( ) ln

 ln
d

b x

a
h x g e x

′
=∫  

( ) ( ) ( ) ( )
 ln  

 ln  
d d

b bx x x

a a
f e e g e x f x g x x′ ′=∫ ∫ ， 

( ) ( )( ) ( ) ( )
ln

ln

b bx
aa

g e h x g x f x= ， 

故式(3)得证。 
为方便起见，将相异正数 a，b 的几何平均、

指数平均和对数平均分别记为 

( ) abbaG =, ， ( ) ( ) abab abebaI −−=
1

1, ， 

( )
ab

abbaL
lnln

,
−
−

= 。 

2  主要结果 

定理 1  设 f：[a，b]⊆(0，+∞)→R为非常值单
调且连续的 GA凸(凹)函数，则有 

( )
( ) ( ) ( )

 22

 
 

 

d

d

b

a
b

a

x f x x

bf b af a f x x

−′  

− −

∫
∫

≥(≤) 

( )
( ) ( )

 2

 
d

b

a
x f x x

f b f a
−′  
−

∫
                     (4) 

证明  因为 f是[a，b]上的单调GA凸(凹)函数，

故有 ( ) ( )yfxf −− ′′ ≥0，又由引理 3知 ( )xfx −′ 单调增加，

于是有： 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ ∫ ×′−′′′ −−−−

b

a

b

a
xfxyfyyfxf  

( )d dy x x y− ≥(≤)0， 

由此得： 

( ) ( )
  22

  
d d

b b

a a
f x x x f x x− −′ ′  ∫ ∫ ≥(≤) 

( ) ( )
  2

  
d d

b b

a a
xf x x x f x x− −′ ′  ∫ ∫              (5) 

在引理 7中分别取 ( ) xxg 1= 和 ( ) 1=xg 得： 

( ) ( ) ( )
 

 
d

b

a
f x x f b f a−′ = −∫               (6) 

( )
 

 
d

b

a
xf x x−′ =∫  

( ) ( ) ( )
 

 
d

b

a
bf b af a f x x− − ∫            (7) 

由式(5)、(6)、(7)得到式(4)。 
推论 1.1  设 f：[a，b]⊆(0，+∞)→(0，+∞)是非

常值单调且连续的 GMr+-凸(凹)函数，则有： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

 22 2 2

 
 

 

d

d

b r

a
br r r

a

x f x f x x

bf b af a f x x

−
−′  

− −

∫
∫

≥(≤) 

( )
( ) ( )

 22 2

 
d

b r

a
r r

xf f x x

f b f a

−
−′  

−
∫  

证明  由引理 1， ( )xf r 是[a，b]上的非常值单

调 GA凸(凹)函数，对 ( )xf r 应用定理 1结论则推论

立证。 
注 2   若 f为 GMr--凸(凹)函数时，推论 1.1中

的不等式反向。 
定理 2  设 f：[a，b]⊆(0，+∞)→(0，+∞)是 GMr+-

凸(凹)函数， ( )xp 是[a，b]上正的可积函数，则有： 

( ) ( )
 

 
d

b r

a
p x f x x∫ ≥(≤) ( ) ( )

 

0  
d

br

a
f y p x x +∫  

( ) ( ) ( )1
0 0 0 0

rry f y f y f y−
+ −′ ′− ×    

( ) ( )0 

0 
ln ln d

y

a
y x p x x−∫ ≥(≤) 

( ) ( )
 

0  
d

br

a
f y p x x∫                    (8) 

其中 

( )
( )

 

 
0  

 

ln d
exp

d

b

a
b

a

p x x x
y

p x x

 
 =
 
  

∫
∫

 

证明  由引理 5(iii)，对任意 x∈[a，b]，y∈(a，
b)，有： 

( ) ( )xfyf rr − ≤(≥) 

( ) ( )( )xyyfyryf r lnln1 −′−
−

，           (9) 

( ) ( )r rf y f x− ≤(≥) 

( ) ( )( )1 ln lnrryf y f y y x−
+′ −              (10) 

将式(9)、(10)乘以 ( )xp 然后分别在[a，y]和[y，b]

上对 x积分并相加得： 

( ) ( ) ( ) ( )
  

  
d d

b br r

a a
f y p x x p x f x x−∫ ∫ ≤(≥) 

( ) ( ) ( ) ( )
 1

 
ln ln d

yr

a
ryf y f y y x p x x−

−′ −∫ + 

( ) ( ) ( ) ( )
 1

 
ln ln d

br

y
ryf y f y y x p x x−

+′ −∫   (11) 



井冈山大学学报(自然科学版) 16

在式(11)中取 0yy = ，则 ( )bay ,0 ∈ ，且： 

( ) ( )
0

 

 
ln ln d

b

y
y x p x x− =∫  

( ) ( )0 

 
ln ln d

y

a
y x p x x− −∫ ， 

由式 (11)得式 (8)的左边不等式。又因

( )0yf+′ ≥(≤) ( )0yf−′ ，故式(8)的右边不等式得证。 

推论 2.1  设 f：[a，b]⊆(0，+∞)→(0，+∞)是
GMr+-凸(凹)函数，则有： 

( ) 

 
d

r
b

a

f x
x

x∫ ≥(≤) ( ) ( )+− abfab rlnln  

( ) ( )2 1ln ln
8

rr ab b a f ab−− ×  

( ) ( )f ab f ab+ −
 ′ ′−  ≥(≤) 

( ) ( )ln ln rb a f ab−  

当 p≠－1时，有： 

( )
 

 
d

b p r

a
x f x x∫ ≥(≤) ( )+

+
− ++

0

11

1
yf

p
ab r

pp

 

( )
( )0

1
021

yfy
p

r rp −−

+
( ) ( )[ ]×′−′ −+ 00 yfyf  

( ) ( )[ ]1111 ,, ++++ − pppp baGbaI ， 

其中 ( )[ ] 1
1

11
0 , +++= ppp baIy 。 

注 3  若 f为 GMr--凸(凹)函数时，定理 2和推
论 2.1中的不等式反向。 
为方便起见，记条件 A为如下条件： 

( )
( ) ( )yx
yf
yfry lnln1 −

′
+ − >0， 

( )
( ) ( )yx
yf
yfry lnln1 −

′
+ + >0。 

定理 3  设 f：[a，b]⊆(0，+∞)→(0，+∞)是 GM-

凸(凹)函数， 10 −≠ ，r ，y∈(a，b)， ( ) 0≠′+ yf ，

( ) 0≠′− yf ， f满足条件 A，则有： 

( ) 

 
d

b

a

f x
x

x∫ ≥(≤) ( )
( ) ( )

2

1
f y

r yf y−

×
′+

 

( )
( ) ( )

1

1 1 ln ln

r
rryf y

a y
f y

+

−

 
 ′ − + − +  
  

 

 

( )
( ) ( )

2

1
f y

r yf y+

×
′+

 

( )
( ) ( )

1

1 ln ln 1

r
rryf y

b y
f y

+

+

 
 ′ + − −  
  

 

        (12) 

证明  由引理 5，对任意 x∈[a，b]有： 

( )xf ≥(≤) 

( ) ( )
( ) ( )

1

1 ln ln
rryf y

f y x y
f y

− ′
+ − 

 
          (13) 

( )xf ≥(≤) 

( ) ( )
( ) ( )

1

1 ln ln
rryf y

f y x y
f y

+ ′
+ − 

 
          (14) 

将式(13)和式(14)乘以 x1 ，然后分别在[a，y]和[y，

b]上对 x积分并相加即得式(12)。 
注 4  当 f是 GMr+-凹函数或 GMr--凸函数，显

然满足条件 A。 
推论 3.1  设 f：[a，b]⊆(0，+∞)→(0，+∞)是

GM-凸(凹)函数， 10 −≠ ，r ，f在 y∈(a，b)处可导且

( ) 0≠′ yf ，又对任意 x∈[a，b]有： 

( )
( ) ( )1 ln ln

ryf y
x y

f y
′

+ − >0， 

则有 

( ) 

 
d

b

a

f x
x

x∫ ≥(≤) ( )
( ) ( )

2

1
f y

r yf y
×

′+
 

( )
( ) ( )







−







−

′
+

+
r

r

yb
yf
yfry

1

lnln1  

( )
( ) ( )















−

′
+

+
r

r

ya
yf
yfry

1

lnln1             (15) 

注 5  当 f是 GMr+-凹函数或 GMr--凸函数，显

然有
( )

( ) ( )yx
yf
yfry lnln1 −

′
+ >0。 

受文献[7]启发，由推论 3.1得到推论 3.2。 
推论 3.2  设 f：[a，b]⊆(0，+∞)→(0，+∞)是

GM-凸(凹)函数， 10 −≠ ，r ，f 在 ( )baGG ,= 处可

导，且 ( ) 0≠′ Gf ，又对任意 x∈[a，b]有： 
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( )
( ) ( )Gx
Gf

GfrG lnln1 −
′

+ >0，            (16) 

则有： 

( ) 

 
d

b

a

f x
x

x∫ ≥(≤) 

( ) ( ) ( ) ( )ln ln
2 1

rb a f G h s
r

−
+

≥(≤) 

( )( ) ( )ln lng r b a f G−                  (17) 

其中   

( ) ( )
( ) ( ) ( )ln ln 1,0 0,1

2
rGf G

s b a
f G

′
= − ∈ − ∪ ， 

( ) ( ) ( )
s

sssh
r

r
r

r 11
11

++

−−+
= ， 

当 f是 GM-凸函数时， 

( )
( ) ( ) ( ]

1

1,    , 1 1,0 0,1  ;

2 ,     1                               
r

r

r
g r

r
−

 ∈ −∞ − ∪ − ∪= 
 >

 

当 f是 GM-凹函数时， 

( ) ( ) ( ) ( ]
1

2 ,    , 1 1,0 0,1  ;
1,     1                                       

r
r rg r

r

− ∈ −∞ − ∪ − ∪= 
 >

 

证明   当 f是 GM凸函数时，在式(16)中分别
取 x=a和 x=b，得 ( )1,1−∈s 。在式(15)中取 y=G，得

式(17)的左边不等式。显然 h(s)是(-1，1)上的偶函
数，故只需考虑它在 (0，1)上的性态。对函数

( ) ( ) r
r

r
r

xx
11

11
++

−−+ 在[0，s]上使用 lagrange 中值定

理，存在 ( )s，0∈ξ ，使得： 

( ) =
+

sh
r

r
1

( ) ( )rr
11

11 ξξ −++ ， 

当 ( ) ( ) ( ]1,00,11, ∪−∪−∞−∈r 时，对任意 ( )1,0∈x 有： 

( ) ( ) =



 −++ rr xx

x

11
11

d
d  

( ) ( ) 



 −−+ −− 1111

111
rr xx

r
≥0， 

即 ( ) ( )rr xx
11

11 −++ 在[0,1]上单调增加，于是对任意

( )1,0∈x 有 ( ) ( )rr xx
11

11 −++ ≥2，从而 ( )sh
r

r
1+

≥2。

类似可证当 r>1 时有 ( )sh
r

r
1+

≥ r
1

2 ，因此式(17)的

右边不等式得证。当 f是 GM凹函数时，同理可证

式(17)成立。 
注 6  当 f是 GMr+-凹函数或 GMr--凸函数时，

必满足
( )

( ) ( )Gx
Gf

GfrG lnln1 −
′

+ >0。 

定理 4  设 f：[a，b]⊆(0，+∞)→(0，+∞)是 GM-
凸函数，r≤1 且 r≠0， f 满足条件 A，y∈(a，b)，
则有： 

( )
 

 

1 d
b

a
f x x

b a− ∫ ≥ 

( ) ( )
( ) ( )

r
yI

yf
yfryyf

1

lnln1 







−

′
+ ±  ，      (18) 

( )
 

 

1 d
b

a
f x x

b a− ∫ ≥ ( ) ( ) ( )



×
−

+
yfab

ryyf 1  

( ) ( ) ( )( )[ +−′− − yayIyfay ln,ln  

( ) ( ) ( )( ) }
1

ln , ln ] rb y f y I b y y+′− −  。         

 (19) 
证明  由引理 5，对任意 x∈[a，b]有： 

( )xf ≥ ( ) ( )
( ) ( )

r
yx

yf
yfryyf

1

lnln1 







−

′
+ ± ， 

利用上式及 Jensen不等式得： 

( )
 

 

1 d
b

a
f x x

b a− ∫ ≥ ( )
×

− ab
yf  

( )
( ) ( )

1

 

 
1 ln ln d

rb

a

ryf y
x y x

f y
± ′

+ − 
 

∫ ≥ ( )×yf  

( )
( ) ( )

1

 

 

1 1 ln ln d
rb

a

ryf y
x y x

b a f y
±

  ′ + −  −   
∫ = 

( ) ( )
( ) ( )

1

1 ln ln
rryf y

f y I y
f y

± ′
+ − 

 
 

故式(18)得证。 
由引理 5，对任意 x∈[a，b]有 

( )xf ≥ ( ) ( )
( ) ( )

1

1 ln ln
rryf y

f y x y
f y

− ′
+ − 

 
，  (20) 

( )xf ≥ ( ) ( )
( ) ( )

1

1 ln ln
rryf y

f y x y
f y

+ ′
+ − 

 
，  (21) 

在式(20)中对 x在[a，y]上积分，在式(21)中对
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x 在[y，b]上积分，然后相加并利用 Jensen 不等式
得： 

( )
 

 

1 d
b

a
f x x

b a− ∫ ≥ ( ) ×
−
−

ab
ayyf  

( )
( ) ( )( ) +








−

′
+ −

r
yayI

yf
yfry

1

ln,ln1 ( )×yf  

ab
yb

−
− ( )

( ) ( )( )
r

yybI
yf
yfry

1

ln,ln1 







−

′
+ + ≥ 

( ) ( )
( ) ( )( )1 ln , ln

ryf yy af y I y a y
b a f y

−
  ′− + −   − 

 

( )
( ) ( )(1 ln ,

ryf yb y I b y
b a f y

+ ′−
+ + −− 

)]} =ry
1

ln  

( ) ( ) ( )



×
−

+
yfab

ryyf 1  

( ) ( ) ( )( )[ +−′− − yayIyfay ln,ln  

( ) ( ) ( )( )]}ryybIyfyb
1

ln,ln −′− + 。 

故式(19)得证。 
推论 4.1  设 f：[a，b]⊆(0，+∞)→(0，+∞)是

GM-凸函数，r≤1且 r≠0，则有： 

( )
 

 

1 d
b

a
f x x

b a− ∫ ≥ ( ) ( ) ( )



×
−

+
Ifab

rIIf 1  

( ) ( )[ ]
r

IfIf
L
abI

1



′−′






 − −+

≥ ( )If ， 

其中 ( )baII ,= ， ( )baLL ,= 。 

注 7  当 f 是 GMr+-凹函数且 r≥1 时，定理 4
和推论 4.1中的不等式反向。 
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