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Pareto分布在定时截尾样本下的估计问题 
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摘  要：在定时截尾样本下研究两参数 Pareto分布的参数估计，并计算它们的条件期望和方差；用数值模拟的办

法验证所得估计的优劣，结果显示它们都是近似无偏估计(AUE)，且具有较好的稳定性；与相应的定数截尾样本

下的估计相比较，它们的相对平均误差小。 
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PARAMETER ESTIMATION OF PARETO DISTRIBUTION UNDER TYPE 
CENSORINGⅠ  
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Abstract: The parameter estimators of the shape and the scale parameter of Pareto distribution are studied under 
typeⅠcensoring. The conditioning expectation and variance of these parameter estimators are calculated. The 
results of numerical simulation demonstrate that these estimators are asymptotic unbiased. The relative average 
errors of these estimators are lower than the counterpart under type Ⅱ censoring. 
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1  问题提出 

1897年意大利经济学家 Vilfredo Pareto 

(1848-1923)提出了Pareto分布[1]之后，Pareto分布得

到非常广泛的应用，比如用于描述个人收入、城市

人口容量、股票价格波动、江河流量等一些社会现

象中隐含的客观规律。一个多世纪来，许多学者对

两参数Pareto分布的参数估计问题进行了深入研

究，取得一些好的成果，文献[2]在与信息论中的熵

函数有关的q-对称熵损失函数下研究了Pareto分布

形状参数的最小风险同变估计、Bayes估计以及可

容许与不可容许估计，并给出了形状参数的一个最

小最大估计；文献[3]基于逐步首失效样本，研究了

Pareto分布可靠性指标的Bayes估计；文献[4]在逐步

增加首失效截尾样本下，研究了参数估计的小样本

性质和大样本性质。这些研究都是基于定数截尾样

本进行的。在定时截尾样本下，有学者研究过指数

分布的参数估计；文献[5]在定时截尾情形下对指数

分布提出了修正的最大似然估计；文献[6]在定时截

尾下研究了指数分布产品可靠性抽样检验方案的

统计方法，并检验了统计量是平均寿命倒数的极大
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似然估计；文献[7]在Bayes统计中基于定时截尾数

据，研究了Pareto分布参数的Bayes估计。但是在经

典统计中基于定时截尾样本研究Pareto分布参数的

近似无偏估计(AUE)的文献没发现。基于此，本文

着手于这项工作。在定时截尾试验中，由于在规定

的时间 ( )0,0 τ 内产品失效的个数是一个随机变量，

这给统计推断带来很大的麻烦，导致参数的无偏估

计难以找到。有时一些学者不得不将定时截尾转化

为定数截尾来处理，但这样一来又出现了信息丢失

问题，具体来说，试验中最后一个失效产品的失效

时间 rt 与试验截尾时间 0τ 之间没有产品失效的信息

丢失了，影响估计的精度。基于这种情况，本文采

用纠偏的方法，构造用于统计推断的统计量，给出

两参数Pareto分布的AUE，并计算了估计量的条件

期望和方差。 

假设 Pareto分布的概率密度函数为 

( )
11 11 ,

0,

x xf x
x

ααθ θ
α

θ

 − + 
 


 ≥= 
 <

       (1) 

其中 0>α 为形状参数， 0>θ 为尺度参数，记为

( )αθ,~ ParetoX 。 

下文§2 将研究 Pareto 分布中形状参数 α 的

AUE，并计算它们的条件期望和方差，在§3将研究

Pareto分布中尺度参数θ的 AUE，并与最大似然估

计和相应的定数截尾下的估计进行比较。 

2   形状参数估计 

    为得到 Pareto 分布形状参数α 的较为理想的

AUE，减少计算量，简化估计式，通过随机变量变

换将参数α 转到另一个分布函数中，进而研究它的

估计问题。 

假设随机变量 ( )αθ,~ ParetoX ，其概率密度函数

为（1）式，令 ,ln XT = 则T 的概率密度函数为 

( )
( )11 ,

0,

t

T
e tf t

t

µ
α µ

α
µ

− −
≥= 

 <

          (2) 

其中 θµ ln= 。 

    从（2）式可知，T 服从参数为α ， µ 的双参

数指数分布，于是对 pareto分布中参数α 的估计转

移到对双参数指数分布中的α 估计，以简化计算。 
在定时截尾试验中，假设截尾时间为 0τ ，则样

品在时间 ( )0,0 τ 内失效的概率为： 

{ } { } { } ( )µτ
ατττ

−−
−=≤=≤=≤=

1

00 1 eTPePXPp T ， 

其中 0lnττ = ， 令 
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于是有 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 

 

1 d ,
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µτ
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τ τ

τ τ µ α α
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其中 ( ) ( )11 ln 1g p p
p

= + − 。 

假 设 nXXX ,,, 21 L 是 一 列 来 自 总 体

( )αθ,~ ParetoX 的容量为 n的独立同分布(iid)样本，

则由 nXXX ,,, 21 L 按 ii XT ln= 生成的 nTTT ,,, 21 L 样本也

是 iid的，且服从双参数指数分布 ( )αµ,Exp 。 

根据矩估计思想，可用统计量 ( )∑
=

−
n

i
ii IT

n 1

1
τ 作为

( )ppgα 的无偏估计（U.E）。假设在 ( )0,0 τ 时间内有 r个

样品失效，显然它是一个随机变量，且 ( )pnBr ,~ 。

当失效时间 0τ 选择恰当时，在 ( )0,0 τ 内就会有一定比

例的样品失效，根据频率收敛于概率的思想，可用

失效频率
n
r 来近似替代失效概率 p，于是得到参数

α 的第一次估计： 

( )

( )nrrg

IT
n

i
ii

/
ˆ 1

1

∑
=

−
=

τ
α  

关于 r的情况，当 r=0时，意味着在 ( )00,τ 时

间内没有样品失效， ( )
1

1 0
n

i i
i

T I
n

τ
=

− =∑ ，估计没有

意义。当 r=n 时，意味着在 ( )00,τ 时间内所有投入

试验的样品全部失效，所得到的样本是完全样本，

有关完全样本的估计问题已有不少文献进行过讨
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论。因此本文对在 r ≠ 0，n即 0＜r＜n的条件下，

讨论α 的估计问题。 

在 0＜r＜n的条件下， 1α̂ 的数学期望为 
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(3) 
其中 1q p= − ， E∗表示对随机向量 ( )1 2, , , nT T TL 求

数学期望。因为样本 1 2, , , nT T TL 是 iid的，所以有 
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(4) 
将（4）式代入（3）式得   
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根据文献[8]的作法，可将 ( ) ( )pHpg 1 看成修偏

因子，用失效频率
n
r 迭代失效概率 p，参数α 的第

一次估计 1α̂ 迭代 ( )nrE <<0ˆ1α ，于是得到参数α 的第

二次估计为： 
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在 0＜r＜n条件下， 2α̂ 的数学期望为： 
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依此类推可对参数 α的估计进行 m次迭代，得
到参数 α的第 m次估计： 
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其中 m为有限正整数。 

在 0＜r＜n条件下，它的数学期望为 
( ) ( ) ( )pHpgnrE mm αα =<<0ˆ

， 
其中 ( )mH p =  

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 2 1
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1 / / / /
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下面通过数值模拟说明这种迭代估计的效果。 

当 20 0.6n p= =， 时，α 的估计 ˆmα 随迭代次数

m的增加其相对偏差的变化情况见图 1。 
 
 

 
 
 
 
 

    10      20     30     40     50      60      70  

 
迭代次数 

 
图 1 20, 0.6n p= = 时的迭代曲线 

Fig.1 The iterative curve with parameter 20, 0.6n p= =  
 

    从图 1可以看出，随着迭代次数 m的增加，其
相对偏差趋于稳定，且越来越接近于 0。从模拟实
验中发现，对于 n,p 的其它组合也有同样的效果，
只是所需迭代次数不同而已。 
在不同失效概率 p 和不同样本容量 n 的情况

下，迭代 20次时，参数α 估计 20α̂ 的相对偏差均值

的模拟结果见表 1。 
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表 1   







<<

− nrE 0
ˆ20

α
αα

的值 

Table 1 The value of 







<<

− nrE 0
ˆ20

α
αα  

n 
p 10 15 20 25 30 35 40 50 

0.1 
0.2 
0.3 
0.4 
0.5 
0.6 
0.7 
0.8 
0.9 

-0.3876 
-0.0012 
0.2184 
0.2271 
0.1620 

-0.0423 
-0.0956 
0.0235 
0.1967 

-0.0011 
0.2044 
0.0496 

-0.0202 
0.0463 
0.0356 

-0.0105 
-0.0343 
0.0258 

0.1690 
0.0821 

-0.0190 
0.0408 
0.0026 

-0.0119 
0.0106 
0.0098 

-0.0164 

0.2013 
-0.0194 
0.0224 

-0.0009 
-0.0117 
0.0108 

-0.0012 
-0.0059 
0.0009 

0.1532 
-0.0108 
0.0173 

-0.0165 
0.0100 
0.0004 
0.0051 
0.0050 

-0.0023 

0.0592 
0.0180 

-0.0100 
0.0049 
0.0058 

-0.0025 
0.0038 

-0.0011 
0.0009 

-0.0156 
0.0099 

-0.0050 
0.0040 

-0.0040 
0.0011 

-0.0010 
0.0006 
0.0007 

-0.0121 
-0.0141 
0.0092 

-0.0055 
0.0020 

-0.0009 
0.0004 
0.0001 
0.0000 

 
从表 1可以看出，随着样本容量 n和失效概率

p的逐渐增大，平均相对偏差呈现逐步减小的趋势，
且当 15, 0.3n p≥ ≥ 时，估计 20α̂ 的平均相对偏差不超

过 5%，特别当样本容量 n较大时，估计 20α̂ 的平均

相对偏差接近于零，即 20α̂ 近似于参数α 的无偏估计。 

下面我们进一步讨论经过 m 次迭代所得估计

ˆmα 的稳定性。 

在 0＜r＜n条件下， 估计 ˆmα 的方差为： 

( )ˆ 0mVar r nα < < =   
2ˆ 0mE r nα < < −  ( ) 2

ˆ 0mE r nα < <   
  (6) 
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因为    
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由（8）式的第一个式子得： 
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( ) ( )2 21 2ln 1 ln 1 2k p p
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   

(9) 

由（8）式第二个式子得： 
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(10) 

将（9），（10）两式代入（8）式得： 

( )
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(11) 
将（11）式代入（7）式得： 
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1m n nE r n
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· 
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进而得到： 
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下面对迭代 20次α 的估计 mα̂ 在条件 nr <<0 下

的相对方差进行数值计算，结果见表 2。 

表 2   







<< nrVar 0

ˆ 20

α
α

的值 

Table 2 The value of 







<< nrVar 0

ˆ 20

α
α  

 n   
p  10 15 20 25 30 35 40 50 

0.1 
0.2 
0.3 
0.4 
0.5 
0.6 
0.7 
0.8 
0.9 

0.2442 
1.1071 
2.5344 
4.0579 
5.0218 
4.9508 
3.8388 
2.1692 
0.7078 

1.1869 
3.7471 
4.7091 
3.6111 
1.1253 
1.1253 
0.6931 
0.5619 
0.4446 

2.4789 
4.6324 
3.1136 
1.4261 
0.6808 
0.3380 
0.2068 
0.2221 
0.2467 

3.6263 
3.8790 
1.6037 
0.6443 
0.2721 
0.1687 
0.1527 
0.1282 
0.1931 

4.3367 
2.7164 
0.8638 
0.3186 
0.1573 
0.1338 
0.1024 
0.1031 
0.1418 

4.5579 
1.7789 
0.5029 
0.1306 
0.1305 
0.0970 
0.0860 
0.0850 
0.1006 

3.9694 
0.7957 
0.1988 
0.0920 
0.0821 
0.0719 
0.0645 
0.0625 
0.0753 

2.8898 
0.3971 
0.1340 
0.0918 
0.0658 
0.0568 
0.0514 
0.0499 
0.0373 

 
从表 2中可以看出，随着样本容量 n和失效概

率的逐渐增大，相对条件方差 







<< nrVar 0

ˆ20

α
α 呈现

逐步减少的趋势，特别当样本容量 n较大时，估计

20α̂ 的相对条件方差越来越小，说明这种估计具有较

好的稳定性。 

3  尺度参数估计 

下面将进一步研究 Pareto 分布尺度参数的
AUE。本节所涉及的截尾时间 0τ ，失效概率 p和示

性函数 I 均定义如前，即 

{ }
1 1

0 01p X α ατ θ τ
−

= ≤ = − ，




>
≤≤

=
.0

,,1

0

0

τ
τθ

X
X

I  

假设 nXXX ,,, 21 L 是一列来自总体分布（1）的容

量为 n的 iid样本，由文献[9]知，总体的尺度参数θ

的极大似然估计和定数截尾估计均为 ( )1X ，其中 ( )1X

为样本的最小次序统计量。 

从（1）式可知， ( )1X θ≥ ，所以用 ( )1X 来估计θ

估计值偏大，为达到纠偏的目的作如下处理。 
因为 ( )1X 的概率密度函数为： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1
1

1 1 1 1 11 , .
nnn

n
ng x C f x F x x xααθ θ
α

 − − + 
  = − = ≥ 

 
其数学期望为 

( )( ) 1

1
1d , ,

1

nnnE X x x x n

n

αα
θ

θ θ ααα

 − +∞  
 = = >

−
∫

 

于是有 

( )( )1 1E X
n
α

θ  = − 
 

，
 

用上一节所得到的 α 估计 mα̂ 的条件数学期望

( )nrE m <<0α̂ 代替上式中的α ， ( )1X 代替 ( )( )1XE ，于

是得到参数θ 的第 m(m=1,2,…,)次迭代估计 

        
( )

( )
1

ˆ 0ˆ 1 m
m

E r n
X

n
α

θ
 < <

= −  
 

      (12) 

    下面计算估计量 mθ̂ 在 0＜r＜n下的数学期望，

为此先证明下面几个结论。
 引理 1 假设 1 2, , , nX X XL 是一列来自总体分布

（1）的容量为 n的 iid样本， ( )1X 为其最小次序统

计量，r 为产品在 ( )00,τ 时间内失效个数，则在 0

＜r＜n条件下，X(1)的条件概率密度为 
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( )

1 11 11 1

0

0, .
1

nnn

n n

n x x x

s x x
p q

α αα α αθ τ
α

θ τ

−   − + − +− −   
   

  
 − − 
   = ≤ ≤

− −  
证明: 设随机变量 ( )1X 在条件 0 r n< < 下的

分布函数为 ( )F x ，则对任意的 0xθ τ≤ ≤ 有 

( ) ( ){ } ( ){ }
{ }

1

1

, 0
0

0

P X x r n
F x P X x r n

P r n

≤ < <
= ≤ < < =

< <
=  

( ){ } ( ){ }
{ }

1 1, 0 ,

0

P X x r n P X x r n

P r n

≤ < ≤ − ≤ =

< <
       (13) 

( ){ } ( ){ }1 1, 0 1
n n

P X x r n P X x xα αθ
−

≤ < ≤ = ≤ = −  (14) 

( ){ }
( ){ }
1

1 0 2 0 01

,

, , , , n

P X x r n

P X x X X Xτ τ τ

≤ = =

≤ ≤ ≤ ≤ =L
 

{ }
{ }

1 0 2 0 0

1 0 2 0 0

, , ,

, , ,
n

n

P X X X

P x X x X x X

τ τ τ

τ τ τ

≤ ≤ ≤ −

< ≤ < ≤ < ≤

L

L =
 

1 1 1 1 1

01
nn

xα α α α αθ τ θ τ
− − −    

− − −   
     

             (15) 

{ }0 1 n nP r n p q< < = − −                    (16) 

将（14），（15），（16）式代入（13）式得 

( )

1 1 1 1 1

0 01 1

1

nnn n

n n

x x
F x

p q

α α α α α α αθ θ τ θ τ
− − − −    

− − − + −   
     =

− −
进而可得其概率密度函数为 

( ) ( )

1 11 11 1

0

1

nnn

n n

n x x x

s x F x
p q

α αα α αθ τ
α

−   − + − +− −   
   

  
 − − 
   ′= =

− −
 

定理 1  在定时截尾寿命试验中假设截尾时间

为 0τ ，将 n个服从分布（1）的样品 1 2, , , nX X XL 全

部投入试验，如果在时间( )00,τ 内有 r个产品失效，

则有 

( ) ( )1
0

1

n

n n

nqE X r n
p q

θ < < ⋅  − −
=

( ) ( )
1

11

0

11 1 1
1

n mmn
mn n

m

C
q q

n q m qα αα α

−−
− +− −

=

 −   
− + −    − + −     

∑  

(17) 

 证明：因为 

( )

0

1

1 11 11 1

0

0

d
1

nnn

n n

E X r n

n x x x

x x
p q

α αα α α

τ

θ

θ τ
α

−   − + − +− −   
   

 < < = 
  
 − − 
   

− −∫ =

0 0

1 11 1 

0 
d d

1

n
nn

n n

n

x x x x x
p q

α
τ τα αα α

θ θ

θ
α τ

−   − −− −   
   

  
 − − = − −    
∫ ∫  

1

n

n n

n

p q

αθ
α

− −
· 

( )
0

11 111 1

0 1 0
0

1 d
1

n mn n mn
m
n

m
C x xn

τα α α α
θ

θ τ τ

α

− −    +−− − − − − −      
−

=

 
    

− − −         −
 

∑∫ =

( )
( ) ( )

1
11

0

1

11 1 1
1

n

n n

n mmn
mn n

m

nq
p q

C
q q

n q m qα α

θ

α α

−−
− +− −

=

⋅
− −

 −   
− + −    − + −     

∑
 

 根据（12）式及定理 1可知： 

( )

( )( ) ( )
( )1

ˆ 0

ˆ 0
0 1

1

m

n
m

n n

E r n

E r n nqE X r n
n p q

θ

α
θ

< < =

 < <
< < −   − − 

=

  

( ) ( )

( ) ( )

1
11

0

11 1 1
1

n mmn
mn n

m

m

C
q q

n q m q

n g p H p
n

α αα α

α

−−
− +− −

=

 −   
− + −    − + −     

− 
 
 

∑
. 

所以， 

( )
( ) ( )

( ) ( )

1
11

0

ˆ
0

1

11 1 1
1

1

n
m

n n

n mmn
mn n

m

m

nqE r n
p q

C
q q

n q m q

n g p H p
n

α α

θ θ
θ

α α

α

−−
− +− −

=

 −
< < = ⋅   − − 

 −   
− + − ⋅    − + −     

− 
− 

 

∑  

再由（12）式得： 
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( ) ( ) ( )1

ˆ
0

0 1 1

m

m

E r n

X n g p H p
E r n

n

θ θ
θ

θ α
θ

 −
< < =  

 
 −   − 

< < + −         

. 

从而可得： 

( )

( )
( ) ( )

1

1
11

0

0
1

11 1 1 1
1

n

n n

n mmn
mn n

m

X nqE r n
p q

C
q q

n q m qα α

θ

θ

α α

−−
− +− −

=

− 
< < = ⋅   − − 

 −   
− + − −    − + −     

∑

 

与极大似然估计和定数截尾估计比较，知道θ的极

大似然估计和定数截尾估计均为 (1)X ，且有

(1)X θ≥ ，所以 (1)X 是θ的过高估计。为减少估计量，

我们构造了
( )

( )
1

ˆ 0ˆ 1 m
m

E r n
X

n
α

θ
 < <

= −  
 

以达到

纠偏之目的。 
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