
井冈山大学学报(自然科学版) 14

文章编号：1674-8085(2017)01-0014-04 

 

六角系统图的 BEC码和反强迫数 
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摘  要：一个六角系统可以由它的边界的形状唯一确定，表示为边界边码，简称 BEC码。若连通图 G的边子集

S满足 G-S有唯一的完美匹配，则称最小的 S的基数为图 G的反强迫数。给出了一个算法，可以运用 BEC码计

算六角链的反强迫数。 
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THE BEC CODE AND THE ANTI-FORCING NUMBER OF HEXAGONAL 
SYSTEM 

YU Qin, XIN Yu-zhong, *LIANG Xiao-dong 
(School of Mathematics and System Sciences, Xinjiang University, Urumqi, Xingjiang 830046, China) 

Abstract: A hexagonal system is uniquely determined by the shape of its boundary, which is represented by the 
boundary edges code (BEC). The anti-forcing number is the smallest number of edges which have to be removed 
any hexagonal system remains with a unique perfect matching. Furthermore, we give an algorithm to calculate the 
anti-forcing number of hexagonal chains by using their BEC. 
Key words: hexagonal system graph; hexagonal chain; BEC code; anti-forcing number 

 

1  基本概念 

六角系统（或称苯系统）是一个由正六边形构

成的平面二连通系统。在文献[1]中，Hansen 等人
提出一个六角系统可以由它的边界的形状唯一确

定，表示为边界边码，简称 BEC 码。一个六角系
统 H的 BEC码定义如下：从 H的任意一个度数为
3 的外部顶点开始，沿着 H的外边界，用数字连续
记录所遇到的六角块在外部边界上的边数（其中同

一个六角块的边在边界上最多可能出现 3次，因此
一个六角块可能会有 1，2或 3个数字出现在 BEC
码中），进一步地，对 H 所有可能的这类编码进行
排序，以其中字典序最大者作为该六角系统的 BEC

码。图 1显示了一个六角系统的 BEC码的构造过程。   

 
图 1  BEC代码的构造 

Fig.1 The structure of BEC 

图 G的一个独立边的集合称为 G的一个匹配。
对于 G 的一个匹配 M，如果 G 的每一个顶点都与
M中的一条边关联，则称 M是 G 的一个完美匹配
（在化学图论中称为Kekule’结构）。在文献[2-3]中，
Vukicevic’和 Trinajstic’介绍了反强迫数的定义：设
G=(V,E)是至少含有一个完美匹配的连通图，对于任
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意 ES ⊆ ，如果 G-S 具有唯一的完美匹配（或

Kekule’结构），称 S为 G的一个反强迫集。图 G的
最小反强迫集的基数称为 G 的反强迫数，记为
af(G)。 

本文用 BEC 码来表示卡拉稠型的六角系统，
给出了计算六角链的反强迫数的算法。 

2  卡拉稠型六角系统及其 BEC码 

一个六角系统是一个没有割点的平面二连通

系统，其中每个内面都是正六边形，任意两个正六

边形或者不交，或者恰有一条公共边。六角系统可

以分为卡拉稠型六角系统和非卡拉稠型六角系统

两类。在非卡拉稠型六角系统中，存在三个六角块

共享一个顶点。而在卡拉稠型六角系统中，不存在

三个六角块共享一个顶点。卡拉稠型六角系统可进

一步划分为有分支和无分支两类。无分支的卡拉稠

型六角系统又称为六角链，其中任何一个六角块至

多与另外两个六角块相邻。而有分支的卡拉稠型六

角系统中则至少有一个六角块与另外三个六角块

相邻。如果从一个六角系统中去掉一个六角块，这个

六角系统仍然连通，则称这个六角块是可删除的。 

命题 1 设 H是一个六角系统，则从 H 中删除
一个六角块有以下 5种合法的方式： 

(1) BEC码中代码'5'对应的六角块可以被删除，
该六角块被删除后，对应的 BEC 码中的三个数字
'a5b'替换为一个数字'(a+b+1)' (如图 2(a))； 

(2) BEC码中代码'4'对应的六角块可以被删除，
该六角块被删除后，对应的 BEC 码中的三个数字
'a4b'替换为两个数字'(a+1)(b+1)'(如图 2(b))； 

(3) 如果 BEC码中代码'3'对应的六角块可以被
删除，则该六角块被删除后，对应的 BEC 码中的
三个数字 'a3b'替换为三个数字 '(a+1)1(b+1)'(如图
2(c))； 

(4) 如果 BEC码中代码'2'对应的六角块可以被
删除，则该六角块被删除后，对应的 BEC 码中的
三个数字 'a2b'替换为四个数字 '(a+1)11(b+1)'(如图
2(d))； 

(5) 如果 BEC 码中代码'1'对应的六角块可以被
删除，则该六角块被删除后，对应的 BEC 码中的三
个数字'a1b'替换为五个数字'(a+1)111(b+1)'(如图 2(e))。 

 
图 2 六角块的删除 

Fig.2 Delete  of  hexagon 

 命题 2 设 H是一个六角系统，如果一个六角
块 h在 BEC码中的代码为'n'，且可以被删除，则删
除 h后，H中的内部顶点数减少 5-n个。 

 推论 1 设 H 是一个六角系统，删除一个与
BEC码中代码'5'对应的六角块，H中的内部顶点数
不变。 

 引理 1 H 是一个卡拉稠型六角系统当且仅当
H中的内部顶点数为 0。 

 引理 2 设 H是一个卡拉稠型六角系统，则 H
的 BEC码中一定含有数字'5'，但不含数字'4'。 

 证明 如果 H 的 BEC 码中含有数字'4'，则由
命题 2可知，H 中至少有一个内部顶点，与引理 1
矛盾。因此，H的 BEC码中不含数字'4'。 
假设H的BEC码中不含数字'5'。因为H的BEC

码中不含数字'4'，所以 H 的 BEC 码中的所有数字
一定小于等于'3'。对于任何一个数字'n'（n=1,2,3），
如果一个六角块 h 在 BEC 码中对应的代码为'n'，
且可以被删除，则由命题 2可知，删除 h后，H中
的内部顶点数会减少 5-n个。因此 H 至少有两个内
部顶点，与引理 1矛盾。从而，H的 BEC码中一定
含有数字'5'。引理得证。 

 推论 2 如果 H 是一个六角链，则 H 的 BEC
码中有且只有两个'5'码。 
由命题 1可知，对于一个卡拉稠型六角系统 H，

如果一个六角块 h在 BEC码中对应的代码为'5'，则
可以被删除。代码中的三类数码'153','351','252'可以
被一个数字'5'来代替。代码中的数码'151'可以被一
个数字'3'来代替。代码中的数码'152','251'可以被一
个数字'4'来代替，把上面的操作称为对 H的收缩。 

定理 1 H是一个卡拉稠型六角系统当且仅当 H
的 BEC码可以被收缩为'55'。 

证明 必要性。如果 H 是一个六角链，由推论
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6可知，H的 BEC码的数字中有且仅有两个'5'码。
另外，H中只可能出现以下三种可以被收缩的情况：
'...351..', '...153...', '...252...'。显然，H最终可以被收
缩为'55'。 
如果 H是一个有分支的卡拉稠型六角系统，令

A是 H 的一个分支，且 A是一个六角链，则 A的
BEC 码中数字 '5'只有一个。经过针对 '...351...'， 
'...153...'， '...252...'三种情况进行一系列的收缩之
后，最终 A将被收缩到'5'，并且这个'5'两边的两个
数字均为'1'，即'...151...'。 再进行一次收缩，代码
中的这三个数码'151'可以被数字'3'代替。从而，H
的分支减少一个。重复以上操作，H最终可以收缩
为一个六角链，从而 H最终可以收缩为'55'。 
充分性。由收缩的定义不难得到，经过收缩六

角系统的内部顶点数不会发生改变。如果 H的 BEC
代码可以收缩到'55'，则 H的内部顶点数为 0，即'55'
的内部顶点数。由引理 1，H 是一个卡拉稠型六角
系统。 

3  六角链的 BEC码和反强迫数 

    如果一个卡拉稠型六角系统没有分支，则称这
个六角系统为六角链。在一个六角链中，每个六角

块最多与两个六角块相邻。在文献[4]中，作者介绍
了一个得到六角链极小反强迫集的算法，从而可以

得到这个六角链的反强迫数。在本文中，给出了一

个算法，可以由一个六角链的 BEC 码计算出它的
反强迫数。 
   在一个六角链中，片段是指包含两个端点六角
块的一个极大的线性链，图 3显示了一个长为 5的
片段 S： 

  
图 3 在六角链中长为 5的片段 

Fig.3 A segment s with length 5 in a hexagonal chain 

引理 3 [4] 令 G是一个六角链，A是 G的一个

反强迫集。则对 G的任意六角块 H，包含 H的片段
至少向 A中贡献一条边。 
引理 4 令 H是一个六角链，则 H的 BEC码中

有 22 −n 个数字，其中n是六角链中六角块的个数。 
证明  由六角链的定义可知，一个六角链恰有

两个终端六角块各与一个六角块相邻，其他的 n-2
个六角块都有两个六角块与之相邻。因为每个终端

六角块在 BEC 码中贡献一个数字，而其他六角块
在 BEC 码中都贡献两个数字。所以含有 n 个六角
块的六角链的 BEC码中共有 2n-2个数字。 

引理 5 令 H是一个六角链，则 H的 BEC码中
的每个数字'3'都与另一个数字'1'一一对应。 
证明 因为 H 是一个六角链，由六角链定义可

知，每个六角块最多与两个六角块相邻。除了端六

角快之外，其他任一六角快都有两段外部边，如果

其中一段对应数字'3'，则另一段一定对应数字'1'。 

算法 1：由六角链的 BEC码得到其反强迫数 

输入：一个六角链 H的 BEC码。 
输出：六角链 H的反强迫数 af(H)。 
1) 将BEC码用 e(H)表示， 1 2(H) ( , , , )me k k k= ⋅⋅⋅ ，

其中，m=2n-2，n是六角链中六角块的个数。令 H
的反强迫数 af(H)=0。 

2) 从 H的 BEC码的首位数字'5'开始，选取直
至下一个数字'5'之间的代码，记为 E。从 E的第一
个'5'开始，向后搜索 E中是否含有数字'3'或者'1'。 

3)如果 E中不包含数字'3'或者'1'，说明 H是一
个线性链，则 af(H)=1，算法结束。 

4) 如 果 搜 索 到 数 字 '3' 或 者 '1' ， 则 令
af(H)=af(H)+1。并从这个数字开始，继续搜索下一
个'3'或者'1'。 如果没有找到，则算法结束。 

5) 如果找到了下一个'3'或者'1'，但找到的这个
数字不是上一个 '3'或者 '1'的后继数字，则
af(H)=af(H)+1，否则保持 af(H) 值不变。继续寻找
下一个'3'或者'1'，返回步骤 4。  
定理 2 令 H 是一个六角链，则算法 1 的输出

值就是 H的反强迫数 af(H)。 
 证明 因为 H是一个六角链，由引理 4，H的

BEC码中有 2n-2个数字，其中 n是 H中六角块的
个数。即除了两个端六角块在 BEC 码中贡献一个
代码以外，其他的六角块在 BEC 码中都贡献两个
代码，因此，只需选取两个 5之间的代码就可以得
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到与 H的形态一一对应的码段。 
不妨设算法 1 所得反强迫集的基数为 k。从算

法的执行过程以及引理 5，不难发现，由那些对 k
做出贡献的数字'3'对应的外部边的中间那条边和数
字'1'对应的原BEC码中的数字'3'对应的外部边的中
间那条边组成的边的集合，正是 H的一个反强迫集
（如图 4所示）。从而， (H)af k≤ 。 

 
图 4 反强迫数为 af(G)=3 

Fig.4 The anti-forcing number equal to three 

另一方面，由引理 3，H 的任何一个反强迫集
至少要包含 H的每个片段中的一条边，而算法 1所
确定的边集恰符合这一要求的下界，因而

kHaf ≥)( 。 定理得证。 
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