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三阶中立型半线性时滞微分方程的振动性 
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摘  要：研究了一类三阶中立型半线性时滞微分方程的振动性质。通过广义 Riccati变换和不等式技巧，建立了保
证此方程的一切解振动或者收敛到零的若干新的振动准则，推广和改进了近期文献的相关结论并给出了具体例

子。 
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OSCILLATORY RESULTS OF THIRD ORDER SEMILINEAR NEUTRAL 
DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH DELAY ARGUMENT 

*HUI Yuan-xian, WANG Jun-jie 
（School of Mathematics and Statistics, Pu Er University, Pu Er 665000, China） 

Abstract: We study the oscillatory criteria’s of third order semilinear neutral differential equations with delay 
argument. Using a generalized Riccati inequality and integral averaging technique, some new sufficient criteria 
are established, which any solution of this equation will be oscillatory or converge to zero. The results can extend 
and improve the ones in recent literature. We also give a number of examples to prove their efficiency. 
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考虑一类三阶中立型半线性时滞微分方程 

0))(())(()(])()()([ 11 =+′′′′′ −− txtxtqtZtZtr δδ βα
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0tt ≥                                     (1) 

的 振 动 性 。 其 中 ( ) ( ) ( ) ( ( ))Z t x t p t x tτ= + ，

,)),,([)( 0
1 RtCtr ∞∈ )),,([)(,)( 0 RtCtqtp ∞∈ ，

βα， 是两个常数。 

本文总假设下面条件成立 
(H1) α＞0，β＞0，且 α，β均为两个正奇数的商； 
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定义 方程（1）的一个非平凡解称为振动解，
如果它有任意大的零点，否则为非振动解。如果方

程（1）的所有解都是振动的，则称方程（1）是振
动的，否则为非振动方程。 
微分方程的振动理论是微分方程定性理论的一

个重要分支，它在生物制药、机械振动、控制工程、

力学等领域具有广泛的应用价值。其中，由于二阶

微分方程的力学意义相当明显，因而对它的研究更加

深入和广泛，无论从方程的类型还是从研究的方法

上都取得了长足的进展，得到了大量优秀成果[1-8]。

例如，1983年，Philos[1]建立了经典的 Emden-fowler
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方程 

0)()()()( 1 =+′′ − txtxtqtx β  

的一些振动准则并将结果进行了推广和改进；1986

年，Yan ]2[
建立了经典的 Emden-Fowler阻尼方程 

0)()()()()()( 1
=+′+′′ − txtxtqtxtgtx β  

的一些振动准则。2006年，Yuan ]3[
建立了方程 

0))(())(()(])()()([ 11
=+′ −− txtxtqtZtZtr δδ αα  

的若干振动结果。2012年，Liu ]8[
利用 Riccati变换

和积分技巧给出了一类广义二阶 Emden-Fowler 时
滞微分方程 

0))(())(()(])()()([ 11
=+′ −− txtxtqtZtZtr δδ βα  

的振动性质。 
目前，三阶时滞微分方程的振动结果还比较

少[9-14]，对方程（1）的振动性还没有做过研究。本
文通过构造更一般的广义 Riccati 变换得到广义
Riccati不等式，利用不等式技巧等方法，给出了方

程（1）的若干新的振动准则，所得结论将 Liu ]8[
中

的相应结论推广到了三阶情形，而且将相应条件

0>≥ βα 推广到了 0,0 >> βα 的一般情形。 

1  引理 

引理1  设 )(tx 是方程（1）的最终正解，则 )(tZ
只有以下两种可能： 
（I） 0)(,0)(,0)( >′′>′> tZtZtZ ； 

（II） 0)(,0)(,0)( >′′<′> tZtZtZ 。 

证明  设 )(tx 是方程（1）的最终正解，根据

)(tZ 的定义得 0)()( >≥ txtZ ，由方程（1）可得 

0))(())(()(])()()([ 11
≤−=′′′′′ −− txtxtqtZtZtr δδ βα ，

所以 )()()( 1 tZtZtr ′′′′ −α
单调非增且最终定号， )(tZ ′′

有两种情况： 0)( >′′ tZ 或者 0)( <′′ tZ 。 

假设 0)( <′′ tZ ，由于 0)()()( 1
≤′′′′ − tZtZtr α
，所

以存在一个充分大的数 01 tt > 及 0>K ，使得 
1
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对上式两边从 1t 到 t  积分，可得 
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KZ t Z t s
r s

α
′ ′≤ − ∫  

令 +∞→t ，由条件 3(H )可得 −∞→′ )(tZ ，所以存

在 12 tt > 及正数 01 >K ，使得 

121 ,)( tttKtZ >>−≤′ ， 

两边从 2t 到 t  同时积分得 

)()()( 212 ttKtZtZ −−≤ ， 

令 +∞→t ，则 −∞→)(tZ ，这与 0)( >tZ 矛盾，所

以 0)( <′′ tZ 的假设不成立， 0)( >′′ tZ 成立，从而

)(tZ 只有（I）、（II）两种可能性。 

引理 2[1]  设存在函数 0)(,0)( >> θθ BA  且 

0>θ ，则 

θ

θ
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≤− 。 

引理 3   设 )(tx 是方程（1）的最终正解，且

)(tZ 满足（I），则 

0))(()(])()([ 1 ≤+′′′ tZtQtZtr δβα       (2) 

其中 βδ )))]((1)[(()(1 tptqtQ −= 。 

证明  由 ))(()()()( txtptxtZ τ+= 可得 

))(()()()( txtptZtx ι−= ， 

利用条件 4(H )及 0)( >′ tZ 可得         

))(1)(())(()()()( tptZtxtptZtx −≥−= τ ，  
βββ δδδ )))((1())(())(( tptZtx −≥ ， 

根据方程（1）可得 

0))(()(])()()([ 1
1 ≤+′′′′′ − tZtQtZtZtr δβα

。 

引 理 4 ]14[  设 ( ) 0,  ( ) 0,  ( ) 0,Z t Z t Z t′ ′′> > >  

( ) 0,Z t t Tθ′′′ ≤ ≥ ，则存在 )1,0(∈γ 和 oTT >γ ，使得 

t
tZ
tZ γ≥

′ )(
)(

， γTt ≥  

引理 5 设 )(tx 是方程（1）的最终正解，且 )(tZ

满足（Ⅱ），假定 

1

1   

   

1( ( )d ) d d
( )t v u

q u v
r u

αξ ξ
+∞ +∞ +∞

= +∞∫ ∫ ∫     (3) 

则 0)(lim =
+∞→

tx
t

。 

证明  设 )(tx 是方程（1）的最终正解，且 )(tZ
满足(Ⅱ)，由于 0)( >tZ 且 0)( <′ tZ ，根据单调有

界定理 )(lim tZ
t +∞→

存在，记 ltZ
t

=
+∞→

)(lim ，则 0≥l 。 
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假设 0>l ，则对任意的
p

pl )1(0 −
<< ε ，

ltZl >>+ )(ε 有 
( ) ( ) ( ) ( ( ))x t Z t p t x tτ= − ≥   

( ) ( ) ( )l l P N l NZ tε ε− + = + >  

其中 0
1

)1(
>

+
+−

=
ε
ε PlN 。 

利用条件 1(H )、 2(H )和 0)( <′ tZ 可得 

)()()))(()((]))()(([ tqNltxtqtZtr ββα δ −≥−=′′′  

两边从u到 ∞+ 同时积分得    
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Z u Nl q
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β
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两边关于u从 v到 ∞+ 积分，关于v从 1t 到 ∞+ 积

分得 
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( )t v u

Z Nl q u v
r u

β
α αξ ξ

+∞ +∞ +∞
+∞ ≤ − = −∞∫ ∫ ∫  
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t

Z t l
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= = ，又因为

)()(0 tZtx ≤≤ ，故 0)(lim =
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t

得证。 

引理 6  设 )(tx 是方程（1）的最终正解， )(tZ
满足（I），如果存在函数 1
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证明 由 )(tϖ 的定义及引理 3、引理 4可得 

( ) [ ( )( ( )) ]( ) ( ) ( )
( ) ( ( ( )))
t r t Z tt t t
t Z t

α

β

ρ
ϖ ϖ ρ

ρ δ
′ ′′ ′

′ = + −
′

 

1

( )( ( )) ( ( )) ( )( )
( ( ))

r t Z t Z t tt
Z t

α

β

δ δ
βρ

δ+

′′ ′′ ′
≤

′
 

1

1

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )( ( )) ( ( )) ( )    ( )
( ( ))

t t t Q t t
t

r t Z t Z t tt
Z t

β

α

β

ρ ϖ ρ γ
ρ

δ δ
βρ

δ+

′
− −

′′ ′′ ′
≤

′

 

1 2

1

( ) ( )( ( )) ( ) ( )

( )( ( )) ( ( )) ( )    ( )
( ( ))

t Q t t Q t t
r t Z t Z t tt

Z t

β

α

β

ρ γδ ϖ

δ δβρ
δ+

− + −

′′ ′′ ′
′

 

(i)当 0>> αβ 时 
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由引理 2知 

1[ ( ) ( ) ] ( ) ( ) ( )( ( )) ( ) 0r t Z t r t Z t r t Z t Z tα α αα −′′ ′ ′ ′′ ′′ ′′′= + ≤ ，
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(ii)当 0>≥ βα 时 
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由引理 2得 

0)())()(()()(])()([ 1 ≤′′′′′+′′′=′′′ − tZtZtrtZtrtZtr ααα α  
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又由引理 1及 3(H )可得 0)( ≤′′′ tZ ，所以 )(tZ ′′ 单调

递减，存在充分大的 22 tT > ，使得 

1
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′′
tZ
tZ δ

， 
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现 记 },max{ 21 TTT = ， },min{ βαλ = ，

1
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,      0,
,   0.

m
m

m
β α

α β
> >

=  ≥ >
 则由（5）式、（6）式可得

（4）式成立，所求得证。 

2  主要结果 

定理 1 假设条件 1 5(H ) (H )− 及（3）式成立，

如果 

1

12

lim sup [ ( ) ( )( ( ))

( ) ( ) ( )    ( ) ]d
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t

Tt
s Q s s

Q s s r s s
m s

β

λ
λ

ρ γδ

ρ
λ δ

→∞
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−

= +∞
′+

∫
     (7) 

则方程（1）的解 )(tx 或者振动，或者 0)(lim =
∞→

tx
t

。 

  证明  )(tZ 满足情形（I）时，假设 )(tx 是方

程（1）的非振动解，由于 0)( =tx 无实际意义，仅

考虑 0)( ≠tx 的情形，不失一般性，设 )(tx 是方程

（1）的最终正解，由引理 6可得 

1
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2 1

( ) ( ) ( )( ( ))
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t mQ t t t T
t r t

β

λ
λ

λ
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利用引理 2得到 

λ
λβ

δ
ρ

λ
γδρϖ

))((
)()()

1
)(())()(()()( 12

1 tm
trttQttQtt

′+
+−≤′ +  

对方程从T 到 t积分可得 

12
1

( ) ( )
( ) ( ) ( )    [ ( ) ( )( ( )) ( ) ]d

1 ( ( ))
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T

t T
Q s s r ss Q s t s
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λ δ
+
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′+∫

 

令 ∞→t ，可得 −∞→)(tϖ ，这矛盾于 0)( >tϖ ，

所以当 )(tZ 满足情形（I）时， )(tx 为方程（1）的

振动解。 

)(tZ 满足情形（II）时，由于（3）式成立，根

据引理 5，可得 0)(lim =
∞→

tx
t

。由此，定理 1得证。 

假定 )()( tt δρ = ，则定理 1可得以下推论： 

推论 1  假设条件 1 5(H ) (H )− 及（3）式成立，

如果 

1

12

lim sup [ ( ) ( )( ( ))

( ) ( ) ( )  ( ) ]d
1 ( ( ))

t

Tt
s Q s s

Q s s r s s
m s

β

λ
λ

δ γδ

δ
λ δ

→∞

+

−

= +∞
′+

∫
 

则方程（1）的解 )(tx 或者振动，或者 0)(lim =
∞→

tx
t

。 

下面利用 philos型积分平均条件，给出方程（1）
两个新的振动准则。为此令 

}),{( 00 tststD ≥>= ： ， }),{( 0tststD ≥≥= ：  

我们称函数 1( , ) ( , )H t s C D R∈ 为属于F 类，记
作 FstH ∈),( ，如果满足 

(I) 0),( =ttH ， 0tt ≥  0),( >ttH ； 

(II)存在 ),),([)( 0
1 +∞∈ RtCtρ ， ),( 0 RDCh ∈ ，

使得 

),(),(),()(),( 1
2 stHsthstHsQ

s
stH +−=+

∂
∂ λ

λ

   (8) 

定理 2  假设条件 1 5(H ) (H )− 及（3）式成立，

如果 

1

1

1lim sup [ ( , ) ( ) ( )( ( ))
( , )

( , ) ( ) ( )    ( ) ]d
1 ( ( ))

t

Tt
H t s s Q s s

H t T
h t s s r s s

m s

β

λ
λ λ

ρ γδ

ρ
λ δ

→+∞

+

−

= +∞
′+

∫
(9) 

则方程（1）的解 )(tx 或者振动，或者 0)(lim =
∞→

tx
t

。 

证明 )(tZ 满足情形（I）时，假设 )(tx 是方程

（1）的非振动解，由于 0)( =tx 无实际意义，仅考
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虑 0)( ≠tx 的情形，不失一般性，设 )(tx 是方程（1）

的最终正解。对（4）式两边同乘以 ),( stH ，并

从T 到 )( Ttt > 同时积分得 

1

2

1

1

[ ( , ) ( ) ( )( ( )) d

( , )[ ( ) ( ) ( )
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∫
∫   
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1 ( ( ))
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λ λ

ρ
ϖ

λ δ
++

′+∫  

(10)          
整理可得 

1

1

1( ) [ ( , ) ( ) ( )( ( ))
( , )

( , ) ( ) ( )    ( ) ]d
1 ( ( ))

t

T
T H t s s Q s s

H t T
h t s s r s s

m s

β

λ
λ λ

ϖ ρ γδ

ρ
λ δ

+

≥ −

′+

∫
 

(11) 
这与（9）式矛盾，所以当 )(tZ 满足情形（I）时， )(tx

为方程（1）的振动解。 

)(tZ 满足情形（II）时，由于（3）式成立，根

据引理 5，可得 0)(lim =
∞→

tx
t

。由此，定理 2得证。 

若取 nststH )(),( −= ，则定理 2 可简化为

Kamenev型振动结果如下： 
推论 2 假设条件 1 5(H ) (H )− 及（3）式成立，

如果 

1

1

1lim sup [( ) ( ) ( )( ( ))
(

( , ) ( ) ( )    ( ) ]d
1 ( ( ))

t n
n Tt

t s s Q s s
t

h t s s r s s
m s

β

λ
λ λ

ρ γδ

ρ
λ δ

→+∞

+

− −

= +∞
′+

∫
 

则方程（1）的解 )(tx 或者振动，或者 0)(lim =
∞→

tx
t

。 

若 n

s
tstH )(ln),( = ，则定理 2可简化为： 

推论 3 假设条件 1 5(H ) (H )− 及（3）式成立，

如果 

1

1

1lim sup [ln ln ) ( ) ( )( ( ))
(ln ln )

( , ) ( ) ( )    ( ) ]d
1 ( ( ))

t n
n Tt

t s s Q s s
t T

h t s s r s s
m s

β

λ
λ λ

ρ γδ

ρ
λ δ

→+∞

+

− −
−

= +∞
′+

∫

则方程（1）的解 )(tx 或者振动，或者 0)(lim =
∞→

tx
t

。 

3  例子 

例 1 在方程（1）中，取 3,5 == αβ ， ,)( ttr =  

1)(  ,)(  ,)( 2 −=== − ttttttq τδ ，
2
1)( =tp ，则可得

以下方程 
2

5
2

1 1[ ( ) ( 1) ( ( ) ( 1)]
2 2

1  ( ) 0, 0

t x t x t x t x t

x t t T
t

′′ ′′ ′′ ′′ ′+ − + − +

⋅ = > >

   (12) 

容易验证，方程(12)满足 

0 0

1 2  
3( )d d ,

t t
r s s s sα

− −+∞ +∞
= = +∞∫ ∫ 且 

1

1   

   

1( ( )d ) d d
( )t v u

q u v
r u

αξ ξ
+∞ +∞ +∞

= +∞∫ ∫ ∫  

所以条件 1 5(H ) (H )− 及（3）式均成立。 

取 2)( tt =ρ ，则 ,
32

1)( 21 t
tQ =

tt
ttQ 2
)(
)()(2 =

′
=

ρ
ρ ， 

,3},min{ == βαλ }(,1min{ 1
2
1

1 TZmm == 为正常

数，可得 

1

12

5
4 2

lim sup [ ( ) ( )( ( ))

( ) ( ) ( )    ( ) ]d
1 ( ( ))

1lim sup [ ]d
32 16

t

Tt

t

Tt

s Q s s

Q s s r s s
m s

s s s
m

β

λ
λ

δ γδ

δ
λ δ

γ

→∞

+

−

→∞

−

=
′+

− = +∞

∫

∫

 

所以由定理 1，方程（12）的解 )(tx 或者振动，或

者 0)(lim =
∞→

tx
t

。 

注 1 由于方程（12）为三阶方程，利用文献[8]
的相关结论无法得到方程（12）的振动性质。 

例 2 在方程（1）中，取 3,5 == αβ ， 2)( ttr = ，

4

1( ) ,   ( ) , ( ) 2q t t t t t
t

δ τ= = = − ，
2
1)( =tp ，则可

得以下方程  
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2
2 1[ ( ) ( 2) ( ( )

2
t x t x t x t′′ ′′ ′′+ − +  

5
4

1 1( 2)] ( ) 0,  t T 0
2

x t x t
t

′′ ′− + ⋅ = > >  

(13) 
容易验证，方程（13）满足 

0 0

1 2 
3( ) d d ,

t t
r s s s sα

− −+∞ +∞
= = +∞∫ ∫ 且 

1
1

1 1 1
3 31 9( ( )d ) d d 3 |

( ) 2 tt v u
q u v v

r u
αξ ξ

−+∞ +∞ +∞ +∞= ⋅ = +∞∫ ∫ ∫  

所以条件 1 5(H ) (H )− 及（3）式均成立。 

取 1)( =tρ ， 2)(),( ststH −= ，则 

0)(,
32

1)))]((1)[(()( 241 ==−= tQ
t

tptqtQ βδ ， 

st
sth

−
=

2),( ， 3},min{ == βαλ ， 

}(,1min{ 1
2
1

1 TZmm == 为正常数，故可得 

1

1

1lim sup [ ( , ) ( ) ( )( )
( , )

( , ) ( ) ( )    ( ) ]d
1 ( ( ))

t

Tt
H t s s Q s s

H t T
h t s s r s s

m s

β

λ
λ λ

ρ γ

ρ
λ δ

→+∞

+

−

=
′+

∫
 

5
2

2

2

3 4

1lim sup [( )
( ) 32

16     ]d
( )

t

Tt
t s s

t T
s s

m t s

γ
→+∞

− −
−

⋅ = +∞
−

∫
 

所以由定理 2，方程（12）的解 )(tx 或者振动，或

者 0)(lim =
∞→

tx
t

。 

注 2  显然例 2的结论无法由文献[8]的相关结
论得到。 
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