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球面上具有双曲几何对称性的图案自动化生成 
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摘  要：利用动力系统和双曲反射群原理，在单位圆盘生成双曲艺术图案，然后经过保形映射，把图案进一步映
射到球面空间。该美观球面图案的自动化生成方法，可用于生成无穷无尽的球面艺术图案。 
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AUTOMATIC GENERATION OF HYPERBOLIC PATTERNS ON THE 
SPHERICAL SPACE 

FANG Fa-ming, ZHENG Guo-shan, *OUYANG Pei-chang 
(1. School of Mathematics and Physics, Jinggangshan University, Ji’an, Jiangxi 343009, China; 

2. Secondary Specialized School of Anyuan City, Ganzhou, Jiangxi 342100, China) 

Abstract: Based on the dynamical system and hyperbolic reflection group theorem, we generate hyperbolic 
aesthetic patterns. Furthermore, we use conformal mapping to transform the obtained patterns in to spherical 
space. We also establish an automatic method to generate infinite spherical aesthetic patterns. 
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1 概述 

欧几里得的平行公理假定：给定一条直线和直

线外一点，有且只有一条直线过该点平行于给定直

线。历史上许多学者对这一公理持有争议，这类争

议持续了近两千年，到十九世纪末，Gauss、Bolyai
和Lobatchevsky共同建立了一门与传统欧式几何风
格 迥 异 的 新 几 何 —— 双 曲 几 何 (hyperbolic 
geometry)[1]。双曲几何和欧氏几何的前四条公理完

全一样，只是第五平行公理的内容不同：给定一条

直线和直线外一点，过该点，有无穷条直线平行于

给定直线。双曲几何的发现，打破了欧氏几何的垄

断地位，解决了两千年来一直悬而未决的平行公理

问题，引起几何与空间概念的深刻革命，是20世纪
相对论产生的前奏和准备[2-4]。 
双曲几何拥有非常优美的几何结构，基于双曲

几何对称性，荷兰艺术家Escher在双曲空间创作了
一系列令人叹为观止的圆极限(Circle Limits I-IV)
艺术图案[5-6]。他的作品，反过来激发众多学者用计

算机生成各类双曲艺术图案。Dunham在1981年首
先提出用计算机生成双曲图案的思想[7]，此后二三

十年间，学界一直不断改进算法[8-13]，目前人们甚

至可以把欧氏空间的艺术图案完美嵌入到双曲几

何空间[14-15]。 
与众多探讨各类双曲图案生成方法的研究论

文不同，本文介绍一种新颖的方法，把双曲图案保
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形地(conformally) [16-17]映射到球面上，借助计算机

技术，生成无穷无尽的美观球面图案。 

2 单位圆盘到球面空间的保形映射∏ 

双曲几何在三维空间有多种可以相互转化等

价形式[1]，本文沿用最常见的庞加莱(Poincaré)模
型和上半平面模型。 
三维双曲空间庞加莱模型空间是一个单位

球 ， 即 3 2 2 2{( , , ) 1}S a b c R a b c= ∈ + + < 。 设

3 3{( , , ) }H x y z R z= ∈ 是上半平面空间。则球面空

间与上半平面空间的变换关系∏为： 
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其中， 3( , , )x y z H∈ ，( , , )a b c S∈ 。注意，上述定

义的变换是保形的双射变换。该映射具有丰富的

数学性质[2-3]，下面我们介绍本文需用到的单位圆

盘到球面的映射∏。 

设集合 1D ， 2D ， S+，S−分别定义为： 
3 2 2

1 {( , ,0) 1}D x y R x y= ∈ + ≤ ， 

3 2 2
2 {( , ,0) 1}D x y R x y= ∈ + > ， 

3 2 2 2{( , , ) 1, 0}S a b c R a b c c+ = ∈ + + = ≥ ， 

3 2 2 2{( , , ) 1, 0,S a b c R a b c c− = ∈ + + = <  

        1}c ≠ − 。 

则由映射(1)和(2)，有以下结果。 
定理 1  (Ⅰ) 1( )S D+∏ = ；(Ⅱ) 2( )S D−∏ = 。 

证明：只证明(Ⅰ)，(Ⅱ)类似可证。 
先证 1( )S D+∏ = 。 

设 ( , , )a b c S+∈ ，即 2 2 2 1a b c+ + = 且 0c > ，

则 
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，由此得到 1( , ,0) ( , , )x y a b c D= ∏ ∈ ，即

证明了 1( )S D+∏ ⊆ 。 
再证(Ⅱ)： 1 ( )D S+⊆ ∏ ，注意到映射∏是双

射，只需证明 1
1( )D S−

+∏ ⊆ 即可。 

设 1( , ,0)x y D∈ ，其中 2 2 1x y+ ≤ ，则 
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如此，已证明了 ( , , )a b c S+∈ 。 

综合上述，证明了 1( )S D+∏ = 。证毕。 

定理 1说明保形映射∏，把上半球面S+映射

到单位圆盘 1D ，把下半球面映射到 2D ，即单位

圆盘 1D 之外。因此，定理 1的几何意义告诉我们，

∏建立了单位球面和欧氏平面的一个保形的双

射对应关系。 

3  基于保形映射∏的球面双曲图案
生成方法 
二维的双曲几何可以优雅地表示在庞加莱圆
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盘模型 2 2 2{( , ) 1}D x y R x y= ∈ + < 上[1]。 

在这个模型中，单位圆盘 D内的“点”是双
曲空间的点，“直线”是所有包含在庞加莱圆盘

内，并于单位圆垂直相交的圆弧。可以证明，过

两“点”能确定一条“直线”，而且，过“直线”

外的一点有不止一条“直线”和已知“直线”平

行(即不相交)[2-3]。 
利用双曲几何的反射变换，在文献[18-20]中，

我们建立了基于动力系统和不变映射原理的双曲

艺术图案生成方法。图 1中展示的是两个双曲图
案例子。 

     
 

图 1 基于双曲反射群和动力系统原理生成的具有[2,7,3](左)和[4,2,5](右)对称性的双曲图案 
Fig.1 Hyperbolic patterns with [2,7,3] (left) and [4,2,5] symmetry generated by hyperbolic reflection group and dynamical system 

theorem 
 

由定理 1中保形映射∏的几何意义，可以把
该图映射到球面上，见图 2中右图，如此建立了
双 曲 空 间 D 和 球 面 空 间 S2={(a,b,c)∈ 
R3|a2+b2+c2=1}的一个对应关系。图 2展示的是∏
把双曲空间 D 上具有[4,6,2]对称性的拼砌，映射
到球面空间 S2的结果。 
下面说明球面上具有双曲对称群对称性艺术

图案生成方法：首先，基于文献[18-20]中的方法， 

在单位圆盘上生成双曲艺术图案；其次，然后用保形

映射∏，把得到的圆盘图案映射到球面空间 S2的上

半球；最后，把 S2的下半球点(a,b,c)(其中 c＜0)的
颜色设置成上半球对应的极点(pole point) [20-21] 
(-a,-b,-c)，完成整个球面图案绘制（图 3-图 5 展
示的是 6幅按上述方法生成的球面艺术图案）。 

   
 

图 2 保形映射∏可把双曲圆盘 D上的拼砌映射到球面空间 S2。左图：具有[4,6,2]对称性的双曲拼砌。右图：保形映
射∏把左图映射到球面上的球面拼砌 

Fig.1 Conformal mapping ∏can map the hyperbolic tiling of D into spherical tiling of S2. Left: hyperbolic tiling with the 
[4,6,2] symmetry. Right: spherical tiling transformed from the left tiling 
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图 3 具有[6,6,2](左)和[4,5,2](右)对称性的球面双曲艺术图案 

Fig.3 Spherical aesthetic patterns with the [6,6,2](left)和[4,5,2] (right) symmetry  
 

     
图 4 具有[6,7,2](左)和[4,17,2](右)对称性的球面双曲艺术图案 

Fig.4 Spherical aesthetic patterns with the [6,7,2](left)和[4,17,2] (right) symmetry  
 

      
图 5 具有[4,16,2](左)和[3,4,6](右)对称性的球面双曲艺术图案 

Fig.5 Spherical aesthetic patterns with the [4,16,2](left)和[3,4,6] (right) symmetry  
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