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关于泰勒公式中间点函数的可微性 
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摘  要：利用比较函数概念,研究泰勒公式“中间点函数”的渐近性和可微性, 在一定条件下, 建立了泰勒公式“中

间点函数”在点a处的一阶可微性和渐近性。获得的结果推广和改进了有关文献中的新近结果。 
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RESEARCH ON DIFFERENTIABLE BEHAVIOR OF INTERMEDIATE 
POINT FUNCTION FOR TAYLOR FORMULA 

LI Dan, *ZHANG Shu-yi 
(College of Mathematics and Physics, Bohai University,Jinzhou, Liaoling 121013, China) 

Abstract: Based on the concept of comparison function, we study the differentiable behavior of the 
intermediate point function in Taylor formula. The asymptotic behavior and first order differentiable behavior 
at a point of the intermediate point function for Taylor formula are established under certain conditions. We 
obtain the results to improve and extend the recent results of some reference. 
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1  引言与预备知识 

泰勒公式  设 a 和 b 是实数且 ba < ，

[ ]: ,f a b R→ 。如果函数 f 满足 (i) 在[ ]ba, 上具有

直至 1−n 阶连续导数，(ii) 在 ( ),a b 内存在 n阶导

数，则存在一点 ( ),c a b∈ ，使 
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下面我们指出泰勒公式“中间点” ( ),c a b∈ ，

不仅依赖区间端点，而且与 n有关，当 n取定以后，

( ),c a b∈ ，仅依赖区间端点。而且泰勒公式“中间

点”唯一的充分条件是： ( ) ( )nf x 是单射。 

设 I 是 R 上一区间， Ia ∈ 是 I 上一点，函数

:f I R→ ，如果函数 f在 I上 n次可微，则由泰勒

公式， { }x I a∀ ∈ − ，在以 ,a x为端点的开区间上，

存在一点 xc ，使 
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 (1) 

如果 ( ) ( )nf x 是单射的，则点 xc 是唯一的，进

而可以定义 { } { }:c I a I a− → − 为 ( ) xc x c= ，使得 
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如果 ( ) ( )nf x 不是单射的，则使(1)成立的点 xc ，

一般说来不是唯一的。如果对 { }x I a∀ ∈ − ，可在以

,a x为端点的开区间上选取一个 xc ，使(1)成立。那

么就可以定义函数 { } { }:c I a I a− → − 为 ( ) xc x c= ，

使(2)成立。 
定理 1[1] 设 I是 R上一区间， Ia ∈ 是 I上一点，

函数 :f I R→ 。如果函数 f在 I上 n次可微， 则存

在一函数 { } { }:c I a I a− → − ，使得(2)成立。此外

如果 ( ) ( )nf x 是单射的，则点 ( )c x 是唯一的。 

因为 { }x I a∀ ∈ − ， ( )c x a x a− ≤ − ，所以

lim ( )
x a

c x a
→

= 。于是可定义“中间点函数” 1 :c I I→ 为 

( ) { }
1

( ), ,
, .

c x x I a
c x

a x a
∈ −= 
=

  

显然 ( )1c x 在点 x a= 连续。 

另一方面 Azpeitja[2]研究了 Taylor 公式“中间
点”的渐近性质。同时，Jacobson[3]建立积分中值

定理的类似结果。在这之后，一些作者研究各种中

值定理“中间点”的渐近性质，可参考文献[4-11]。
文献[3]研究了 Cauchy 中值定理“中间点”的渐近
性与可微性。最近，我们在文献[11]中研究了泰勒
公式“中间点函数”的一阶可微性。本文的目的是
利用比较函数概念，研究泰勒公式“中间点函数”

在点a处的性质，获得的结果丰富了数学分析中值
定理理论。 

定义 1[5-6] 设 ( )xψ 定义在半开区间 ( ]a b，  

( )0b > 上， ( )xϕ 在半开区间( ]a b， 上存在 ( )1≥mm

阶导数且满足下列条件 

(i) ( ) ( )
( )
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(ii) ( ) ( ) ( ) ( )lim ,
i

i i

x a
x a x x ϕϕ ϕ λ

+→
− ⋅ =  

0
01 2 , 1

i
i mϕ ϕλ λ= ⋅⋅⋅ =为常数， ，，， ， ； 
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如果 ( ) ( )lim
x a

x xψ ϕ
+→

存在非零极限，则称 ( )xϕ

是当 x a+→ 时关于 ( )xψ 的比较函数并称此非零极

限为比较值，简称比值。 

例  1  在 ( ]( )0 0b b >， 上取 ( ) 1x xϕ = , 

( ) ( ) ( )1 22 1 cos 1x x x x xψ ψ  = + = + , ，则容易验证

( )xϕ 是当 0x +→ 时关于 ( )1 xψ 和 ( )2 xψ 的比较函

数。 

引理  1[5-6] 设 ( ) αϕ xtx => ,0 ， α 为实数，

1−>α ， 1≥n ， ( )Γ ⋅ 为 Gamma函数, 则 
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容易证明下列引理成立。 
引理 2 设 I 是 R上一区间， Ia ∈ 是 I 的左端

点。 RIH →: 在 I 上 n 可微且在半开区间

( ]a b I⊂， 上存在 n 阶导数的函数 ( )xϕ 是当

x a+→ 时关于 ( ) ( ) ( ) ( )n nH x H a− 的比较函数且比

值为 A和 
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则下列结论成立： 

(i) ( )xH~ 在 I上连续且 ( ) ( )
n

AH a
C ϕ=% ； 

(ii) 当 ( )x x aϕ ≡ − 时， 
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其中 ( )0 x aξ +→ → 。 



井冈山大学学报(自然科学版) 13

2  主要结果 

定理 2  设 I是 R上一区间， Ia ∈ 是 I的左端
点，函数 :f I R→ 满足下列条件： 

(i) 函数 f在 I 上有直至 n阶导数，(ii) 在 I 上

存在 n 阶导数的函数 ( )xϕ 是当 x a+→ 时关于

( ) ( ) ( ) ( )n nf x f a− 的比较函数且比值为 A，则下列

结论成立： 
o1  存在实数 0>δ ，使 ( ),a a Iδ+ ⊆ ，且

( ),x a a δ∀ ∈ + ，有 ( ) 0f x ≠% ，其中 
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o2  若再设 ( ),x a a δ∀ ∈ + , ( ) ( )( )nf x ′
存在且非

零，则对于任意 ( ),x a a δ∈ + ，存在唯一函数

( ) ( ): , ,c a a a aδ δ+ → + ，使 
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 (3) 
o3   函数 ( ) ( ): , 0,1a aθ δ+ → 定义为 

( ) ( )
ax

axcx
−

−
=θ ， ( ),x a a δ∈ + ，        (4) 

有下列性质： 

a) 对 ( ),x a a δ∀ ∈ + ，有 
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    证明  o1   由定理条件和引理 2，有

( ) ( )lim 0,
x a

n

Af x
C ϕ+→

= ≠%  因此存在一实数 0>δ ，使

( ),a a Iδ+ ⊆ 且 ( ),x a a δ∀ ∈ + ，有 ( ) 0f x ≠% 。 

o2   因 ( ) ( )( ) 0nf x ′ ≠ ，所以 ( ),x a a δ∀ ∈ + ，

( ) ( )nf x 严格单调，从而 ( ) ( )nf x 是单射, 因此存在

唯一函数 ( ) ( ): , ,c a a a aδ δ+ → + , 使得(3)成立。 
o3   a) 由式(3)和式(4)即得证。 

b) 由引理 2，有 
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其中 ( )1 0 x aξ +→ → 。由条件(ii)，得 
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其中 ( )2 0 x aξ +→ → 。把式(6)和式(7) 代入式(5)，

得 
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进而有
( ) ( )( )

( ) ( )
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x a
n

a x a x n
x C ϕ

ϕ θ
ϕ+→

+ −
= 。证毕。 

在定理 2 中令 ( ) ( )x x a αϕ = − ，并应用引理 1

可得如下推论 1。 
推论 1[1] 设 I是 R上一区间， Ia ∈ 是 I的左端

点，函数 :f I R→ 满足下列条件： 

(i) 函数 f在 I上有直至 n阶导数，(ii)存在实数

0α > ，使 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )lim n n

x a
f x f a x a Aα

+→
− − = ， 

其中 A是非零常数，则下列结论成立： 
o1   存在一实数 0>δ ，使 ( ),a a Iδ+ ⊆ ，且

( ),x a a δ∀ ∈ + ，有 ( ) 0f x ≠% ，其中 
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o2  若再设 ( ),x a a δ∀ ∈ + , ( ) ( )( )nf x ′
存在且非
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零，则对于任意 ( ),x a a δ∈ + ，存在唯一函数

( ) ( ): , ,c a a a aδ δ+ → + ，使 
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o3   函 数 ( ) ( ): , 0,1a aθ δ+ → 定 义 为 

( ) ( )
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o4   函 数 [ ) [ ): , ,c a a a aδ δ+ → + 定 义 为
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在推论 1中取 1α = ，可得如下推论 2。 
推论 2[1]设 I是 R上一区间， Ia ∈ 是 I的左端

点，函数 :f I R→ 满足在 I 上有直至 1n + 阶导

数，且 ( ) ( )1 0nf a+ ≠ ，则下列结论成立： 
o1   存在一实数 0>δ ，使 ( ),a a Iδ+ ⊆ ，且

( ),x a a δ∀ ∈ + ，有 ( ) ( )1 0nf x+ ≠ 。 
o2   对 ( ),x a a δ∀ ∈ + ， 存 在 唯 一 函 数

( ) ( ): , ,c a a a aδ δ+ → + ，使 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1

0

( )
! !

k nn
k n

k

f a f c x
f x x a x a

k n

−

=

− − = −∑  

o3   函 数 ( ) ( ): , 0,1a aθ δ+ → 定 义 为

( ) ( )
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axcx
−

−
=θ ， ( ),x a a δ∈ + ，有下列性质： 

e)  对 ( ),x a a δ∀ ∈ + ，有 
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f) 存在极限 ( ) 1lim
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x
n

θ
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=
+
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o4   函数 [ ) [ ): , ,c a a a aδ δ+ → + 定义为 

( ) ( )( ), , ,
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在 ax = 可微且 ( ) ( )1 1
1

c a
n

=
+
。 
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