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非线性薛定谔—麦克斯韦方程 
无穷多高能解的存在性 

 

吕定洋 
（湖南第一师范学院数学与计算科学学院，湖南，长沙 410205） 

 
摘  要：利用临界点理论研究了一类非线性 Schrödinger-Maxwell方程, 对位势 V和非线性项 f做适当假设，得到

了方程无穷多高能解的存在性结果。本文允许 V 和 ( ),   f x t t 变号，即使在定号的情形下，所给出的条件仍比已

有的结果弱，并且去掉了几乎所有文献中所做的 ( )
0

,
lim 0
t

f x t
t→

= 的假设。与已有文献利用山路定理研究不同，本

文利用喷泉定理，所得结果推广和改进了原有文献的结论。 
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EXISTENCE OF INFINITELY MANY LARGE SOLUTIONS FOR THE 
NONLINEAR SCHRÖDINGER-MAXWELL EQUATIONS 

LÜ Ding-yang 
(Department of Mathematics, Hunan First Normal University, Changsha, Hunan 410205, China) 

Abstract: Based on the critical point theory, we study the existence of infinitely many high energy solutions for 
a class of nonlinear Schrödinger-Maxwell equations. Under certain assumptions on V and f, we obtain infinitely 
many large solutions for the equations. Furthermore, V and f (x,t) are allowed to be sign-changing. Even in 
definite case, our assumptions are weaker than the existing results. Different from mountain pass theorem in 
previous literatures, we conduct the study by using fountain theorem. Our experimental results improve and 
generalize the existing results. 
Key words: Schrödinger-Maxwell equations; variational methods; critical point theory; fountain theorem; high 
energy solution 

 

0  引言 

本文考虑如下形式的非线性 Schrödinger- 
Maxwell方程： 

( ) ( ) 3

2 3

, ,

,

u V x u u f x u x R

u x R

φ

φ

−∆ + + = ∈


−∆ = ∈
    (1) 

该系统是物理学家们在求解非线性 Schrödinger

方程与一未知电场相互作用的驻波解时得到的，

更多物理背景的详述参考文献[1]。自从文献[1]
的开创性工作以来，变分法和临界点理论被广泛

用来研究 Schrödinger- Maxwell 系统驻波界的存
在性及不存在性问题。最近，在文献[2]中，在下
列条件下，作者讨论了系统(1)无穷多高能解的存
在性： 
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( ) ( ) ( ) 11  , , inf
N

N

x R
V V C R R V x a

∈
∈ ≥ > 0  

其 中 1 0a > 为 常 数 ； 且 对任 意 M > 0 ，

( ){ }3(meas x R V x M∈ ≤  ∞< 。 

( ) ( )31 ,f f C R R R∈ × 。对 22 2 6, 0,p a∗ =< < >  

( ) ( )1
2, 1 pf x z a z −≤ + ； 

( )2f 存在 4µ > ，使得 

( ) ( ) ( )
 

 0
, : , d , ,

z
F x z f x y y zf x zµ µ= ≤∫  

3 , 1x R z∈ ≥ ； 

( )3f 当 0z → 时，对 3x R∈ ( ), 0f x z z → 。 

( ) ( )
3 , 1

4 inf . 0
x R z

f F x z
∈ =

> ； 

( ) ( ) ( ) ( ) 35 , , , ,f f x u f x u x u R R− = − ∀ ∈ × 。 

据我们所知，相关文献均要求 ( )V x 及

( ),f x t t定号，而本文将去掉定号的限制。 

在文献[3]中，作者用 Tang 在文献[4]中的方
法，利用对称山路定理研究了系统(1)的多重解。
受文献[2]的启发，本文用喷泉定理来研究系统(1)
的高能解的存在性。不妨做以下假设： 

( ) ( ) ( )
3

3 , , inf
x R

V V R R V x
∈

∈ −∞> 且 0M∀ > ，有 

( ){ }3meas x R V x M∈ ≤ ∞< 。 

( )1f ′ ( )3 , ,f R R∈  存在 ( )1 2, 0, 4,6 ,c c p ∈>

使得 

( ) ( ) ( )1 3
1 2, , , ;pf x t c t c t x t R R−≤ + ∀ ∈ ×  

( ) ( )
2 4

,
lim
t

F x t
f

t→∞
′ = ∞。对于所有的 3x R∈ 一

致成立，其中 ( ) ( )
 

 0
, : , d

t
F x t f x s s= ∫ ； 

( )3f ′ 设 ( ) ( ) ( )1, : , , ,
4

G x t f x t t F x t= − 存在

0 0,r > 使得 

( ) ( ), 0, , 0,F x t G x t≥ ≥  

( )( )3
0, , ;x t R R t r∀ × ≥  

( ) ( ) ( ) ( ) 3
4   , , , , ;f f x t f x t x t R R′ − = − ∀ ∈ ×  

在这些条件下，有： 

定 理 1  假 设 V 和 f 满 足 条 件

( ) ( ) ( )1 4, ,V f f′ ′− 则 问 题 (1) 有 无 穷 多 解

( ){ } ( )1,2 3, ,k ku E D Rφ ⊂ × 满足 

( )( )3 3

22 21 1d d
2 4k k kR R

u V x u x xφ∇ + − ∇∫ ∫ +  

( )3 3

21 d ,
2 k k kR R

u x F x uφ − → +∞∫ ∫ 。 

注(i)：给出的条件允许 ( )V x 变号，并且去掉

了几乎所有文献中所做的
( )

0

,
lim 0
t

f x t
t→

= 的假设； 

(ii)条件 ( ) ( )1 3f f′ ′− 允许 ( ),f x t t变号，即使

在定号的情形，所给的条件仍比已有的结果弱。 

例如：设 p∈(4,6)，令 ( ) ( ) 2, pf x t f t t t t−= = + ，

则容易验证 f 满足定理 (1)的所有条件，但

( )
0

,
lim 1
t

f x t
t→

= ，不满足文献[2]的( )3f ； 

( )ⅲ ( )1f ′ 比 ( )1f 和( )3f 弱。事实上，从 ( )1f

和 ( )3f 可得 ( ) 1, pf x t t C tεε −≤ + 。此即为

( )1f ′ 。 

2  预备知识 

由 ( )1f ′ 易知，对所有的 3x R∈ 及 t R∈ 有： 

( ) ( )2 31 2, , , .
2

pc cF x t t t x t R R
p

≤ + ∀ ∈ ×  

在本文中，用如下形式的条件来代替 ( )V 条

件： 

( ) ( ) ( )
3

3
0, , inf 1,

x R
V V R R V x a

∈
′ ∈ ≥ + 且 0,M∀ >

有 ( ){ }3meas x R V x M∈ ≤ ∞< 。 

令 ( ) ( )( ){ }3

21 3 2:
R

E u H R u V x u dx= ∈ ∇ + +∞∫ < 。

其内积取为 

( ) ( )( )3
, , , .

E R
u v u v V x uv dx u v E= ∇ ⋅∇ + ∈∫  

则E在此内积下构成 Hilbert空间，相应的范数取
为 
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( )( ){ }3

1 22 2 d ,  
R

u u V x u x u E= ∇ + ∈∫  

下面给出本文需要的几个引理。 

引理 1[5]  设位势函数V 满足 ( )V ′ 条件，则对

于所有的2 6,r≤ < E紧嵌入 ( )3rL R 。 

引理 2（喷泉定理）令 X 是 Banach 空间，

范数符号为 ⋅ ， jX 是 X 的子空间，其中

dim , ,jX j N∞ ∈< 并且满足
                   

j N jX X∈= ⊕ ，令

1
k

k j jY X== ⊕ ， 1k j k jZ X∞
= += ⊕ ， 考 虑 偶泛 函

( )1 , ,C X R x Xϕ ∈ ∈ 。对每一个 k N∈ ，存在

0k krρ > > ，使得 

( ) ( )1 ,: max 0,
k kk x Y xa xρϕ ϕ∈ == ≤  

( ) ( )2 ,: inf ,
k kk x Z x rb xϕ ϕ∈ == → +∞  当 k → ∞

时， 

( )3ϕ 满足( )c
C 条件， 0c > 。 

则ϕ有无界的临界值序列。 

定义 1 称泛函 I 满足 ( )C
C 条件，是指对任

意一列{ }nu E⊂ ，若满足 

( )nI u c→ 和 ( ) ( )1 0,n nI u u′ + →  

则{ }nu 必有收敛子列，其收敛极限是泛函 I 的临

界点。 

取E的规范正交基{ }je ，设 

{ }1 2: , , , :k k k kY span e e e Z Y ⊥= =L 。 

引理 3（见文献[3]）对任意2 2s ∗≤ < ，有 

, 1

: 0,  s

k

k L
u Z u
Sup u kβ

∈ =

= → → ∞。 

由文献 [6]讨论可知，对每个给定的

( )1 3 ,u H R∈ 存在唯一的 ( )1.2 3
u D Rφ ∈ ，使得

2
u uφ−∆ = 且 uφ 可表成 ( )

3

21 ,
4u R

u y
dy

x y
φ

π
=

−∫  因此

0uφ ≥ 。并且 1,2

2
12
5

,u D
C u u Eφ ≤ ∀ ∈ 。故 

3

4 42
12
5

d ,uR
u x C u C u u Eφ ≤ ≤ ∀ ∈∫  

在积空间 1,2E D× 中定义泛函Φ如下： 

( ) 3 3

22 21 1 1, d d
2 4 2 uR R

u u x u xφ φ φΦ = − ∇ + −∫ ∫  

( )3
, d

R
F x u x∫  

由上面的讨论可知： Φ 是有意义的，且

( )1 1,2C E DΦ ∈ × 。由变分法和临界点理论可知，

Φ的临界点即为系统（1）的解。进一步地，可
将Φ化简为： 

( ) ( )3 3

2 21 1, d , d ,
2 4 uR R

u u u x F x u x u Eφ φΦ = + − ∀ ∈∫ ∫
(2) 

众所周知，若 u E∈ 为 Φ 的一个临界点，则

( ), uu φ 便是系统 (1)的一组解。易知，对于

, ,u v E∀ ∈ 有 

( ) ( )( )
( )

3
, d

                   d , d .
R

uR R

u v u v V x uv x

uv x f x u v xφ

′Φ = ∇ ∇ + +

−

∫
∫ ∫

 

3  定理证明 

定理 1的证明：考虑 

( ) ( )

( )

3

3

2 21 1: , d
2 4

            , d

uR

R

u u u u x

F x u x

ϕ φ φ= Φ = + −∫
∫

 

则易知 ( ) ( ) ,u uϕ ϕ ϕ− = 是偶泛函。 

1）验证ϕ满足 ( )C
C 条件。 

设 { } ,mu E⊂ 满足 ( ) ( ) ( ), 1m m mu c u uϕ ϕ ′→ +  

0,→ 设 m充分大，存在常数 1 0,c >   

( ) ( )1
1
4m m mc u u uϕ ϕ′≥ − =  

( )3

2 21 1,
4 4m m mR

u G x u u+ ≥∫  

故{ }mu 是E中的有界序列，不妨设 mu 弱收敛于

,u 根据引理 1，在 ( )3 ,sL R )2, 2s ∈ 
i 中， .mu u→  

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )( )
3

3

2 ,

d

, , d
m

m m m

u m u mR

m mR

u u u u u u

u u u u x

f x u f x u u u x

ϕ ϕ

φ φ

′ ′− = − − −

− − +

− −

∫
∫

 

由 mu 弱收敛于 ,u 易得 
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( ) ( )( ), 0m mu u u uϕ ϕ′ ′− − →  

由 ( )1f ′ 知， 

( ) 1
1 2, ,pf x u c u c u −≤ +  

( ) ( ) ( )34,6 . , .p x u R R∈ ∀ ∈ ×  

利用 Hölder不等式，得 

( ) ( )( ) ( )3
, , dm mR

f x u f x u u u x− − ≤∫
( ) ( )( )3

1 1
1 2 dp p

m m mR
c u u c u u u u x− −+ + + − ≤∫  

( )2 2 21 m mL L Lc u u u u+ − +  

( )1 1
2 p p p

p p
m mL L L

c u u u u− −+ −  

因为 .mu u→ 在 ( )3sL R 中对所有 )2, 2s ∈ 
i 成立，

从而有 

( ) ( )( ) ( )3
, , d 0,m mR

f x u f x u u u x− − →∫ 当 m → ∞

时 

因为 mu 弱收敛于 ,u 当 2 6r≤ < 时，在 ( )3rL R 中

有 .mu u→ 且对于 3.  ,a e x R∈ 有 ( ) ( )mu x u x→ 。从

而有 n N m r
Sup u∈ ∞< 且

r
u 有界。由 Hölder不等

式，当n → ∞时，有 

( )( )3
d

mu m u mR
u u u u xφ φ− − ≤∫  

( )( ) ( )( )3 3

1 2 1 22 2

mu m u mR R
u u u uφ φ− − ≤∫ ∫  

( )3

1 22 2

2
2

mu m u mR
u u u uφ φ + − ≤  ∫  

( )1 22 2 2 2

3 6 3 26mu m u mC u u u uφ φ+ − ≤  

( )4 4

2
0m mC u u u u+ − → 。 

从而有 0mu u− → ，当m → ∞时。 

2）验证ϕ满足引理 2的剩余条件。 

首先，验证ϕ满足( )1ϕ 。 

可以证明 ( ) ,uϕ → −∞ 当 u → ∞时，在 kY

中， k N∈ 。 

不 妨 设 { }mu 满 足 ,mu → ∞ 使 得

( ) , 0mu M Mϕ ≥ − > 为某常数。 

令 ,m m mv u u= 则 1mv = ，从而在子列的意

义下，存在某个 ,v E∈ 使得 mv 弱收敛于 v。由于

dim ,kY ∞< 故 在 kY 中 ， 有 m kv v Y→ ∈ ， 且

( ) ( )mv x v x→ ，从而 1v = 。 

令 ( ){ }3 : 0x R v xΩ = ∈ ≠ ，则 ( ) 0meas Ω > 且

对于几乎处处的 x ∈Ω，有 ( )lim mn
u x

→∞
→ ∞。因

此，当n N∈ 充分大时， ( )
0

3
, 00,r nR r∞Ω ⊂ Ω = Ω\ ， 

( )

( )

3

3

4

2 2

4

4 ,
lim

2 4
lim

mR
n

m

m m m mR
n

m

F x u

u

u u u
C

u

φ φ

→∞

→∞

=

+ −
≤

∫

∫
      (3) 

另一方面，由F 的非负性及 Fatou引理： 

( )

( )

3

4

4 4

4 , d
lim

1 14 lim , d 4 lim

mR
n

m

mn n
m m

F x u x

u

F x u x
u u

→∞

Ω→∞ →∞

=

⋅

∫

∫ =

 

( ) ( )
( )( )0 00, ,

, d , dm mr r
F x u x F x u x

Ω Ω ∞

 + ≥  ∫ ∫  

( )0, 0

2
21 2

0 44 lim inf d d
2 r

p m
n

m

uc c r x x
p uu

−

Ω Ω ∞→∞

  
− + +  

    
∫ ∫ 

( )
( )0

4

4,

,
4 lim inf dm m

r
m

F x u v
r dx x

p uΩ Ω ∞

 
− + + ≥ 

    
∫ ∫  

2 21 2
0 22

14 lim inf
2

p

n
m

c c r S dx
p uu

−

→∞

  
− + +  

    
 

( ) 4
2 2

4

,
4 lim inf dm m

m

F x u v
r S x

p uΩ

 
− + + ≥ 

    
∫  

( ) 4

4

,
lim inf dm m

n
m

F x u v
x

uΩ →∞
→ ∞∫ 。 

这显然与（3）矛盾。因此，可以选取充分大

的 kρ ，使它满足 

( )
,

: max 0
k k

k
u Y u

a u
ρ

ϕ
∈ =

= ≤  

其次，再证明ϕ满足 ( )2ϕ 。 

由 ( )1f ′ 知， 

( ) 21 2, ,  
2

pc cF x u u u
p

≤ + ( ) 3,x u R R∀ ∈ × 。 
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由引理 3 可知，存在整数 1m ≥ 使得

2

2 2

1

1
2Lu u
c

≤ , mu Z∀ ∈ ，则 

( ) ( )3 3

2 21 1 , d
2 4 uR R

u u u F x u xϕ φ= + − ≥∫ ∫  

( )3

21 , d
2 R

u F x u x− ≥∫  

2

2 21 21
2 2

p

p

L L

c cu u u
p

− − ≥  

2 21
4

pp
k

cu u
p

β− ⋅  

选取 ( )
1

2
22 p p

k kr c β −= ，可得： 

( ),

2 2

,

: inf

1inf
4

k k

k k

k u Z u r

pp
ku Z u r

b u

cu u
p

ϕ

β

∈ =

∈ =

= ≥

 
− ⋅ = 

 

 

( )
1

2
2

1 12
4 2

p p
kc

p
β −

 
− 

 
 

由 0,k kβ → → ∞， 2p > 知  

( )
1

2
22 p p

k kb c β −≥  1 1
4 2 p

 
− → +∞ 

 
 

从而证明ϕ满足( )2ϕ 。 

根据 ( )V 知，存在一个常数 0 0V > ，使得

( ) ( ) 0 0: 1 0. NV x V x V a x R= + ≥ + ∈> 。 

让 ( ) ( ) 0, , .f x u f x u V u= +  那么易知： 

引理 4 问题（1）与下列问题是等价的。 

( ) ( ) 3

2 3

, , ,

,

u V x u u f x u x R

u x R

φ

φ

−∆ + + = ∈


−∆ = ∈
   (4) 

由上面的证明知系统（4）对应的泛函满足引理 2
的所有条件。再由引理 4知，系统(1)有无穷多高
能解。定理证毕。 
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