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关于 Terai猜想的一点注记 
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摘  要：运用 Gel’fond-Baker方法证明了在一定条件下方程 ax+by=cz仅有正整数解(x,y,z)=(2,2,r)，并推广了文献[3]的结论。 
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Abstract: Based on the Gel’fond-Baker method, we prove that the equation ax+by=cz has only the positive integer 
solution (x,y,z)=(2,2,r) has only the positive integer solution. 
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1  引言及主要结论 

设 cba ,, 是大于1且两两互素的正整数。1994年，

Terai[1]曾猜测：若给定的正整数 rqpcba ,,,,, 满足

rqp cba =+ ，这里 1),,min( >rqp ，且 1),gcd( =ba ，

则丢番图方程 
zyx cba =+ ， Nzyx ∈,,                (1) 

仅有正整数解 ),,(),,( rqpzyx = 。 

由于上述猜想与著名的广义费马猜想有关，所

以这是一个很有意义但又非常困难的问题，目前仅

解决了一些特殊情形。 
设 r 是大于 1 的正整数， m是正偶数，且

+),( rmV rmrmU )1(1),( −+=− ，此时 ),( rmV 和

),( rmU 是适合 
2 2 2( , ) ( , ) ( 1)

gcd( ( , ), ( , )) 1

rV m r U m r m
V m r U m r

+ = +
=

，        (2) 

的非零整数。 
由(2)可知，若 cba ,, 满足 

),( rmVa = ， ),( rmUb = ， 12 += mc ，  (3) 

则必有 
rcba =+ 22 ， 1),gcd( =ba               (4) 

即方程(1)有正整数解 ),2,2(),,( rzyx = 。于是 Terai

猜想对此情况可表述为： 
猜想 A  当 cba ,, 满足(3)时，方程(1)仅有正整

数解 ),2,2(),,( rzyx = 适合 ),,min( zyx 1> 。因 r可
分为奇、偶两种情形，所以猜想 A又可具体表述为： 
猜想 B  设 1>r ，2 r，2∣m，当 cba ,, 适合 
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时，方程(1)仅有正整数解 ),2,2(),,( rzyx = 。 
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猜想 C  设 r＞1，2∣r, 2∣m，当 cba ,, 适合 
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则方程(1)仅有正整数解 ),2,2(),,( rzyx = 。 

文献[2]证明了：当 cba ,, 满足(5)式时，如果
6910 rm > ， 则 方 程 (1) 仅 有 正 整 数 解

),2,2(),,( rzyx = 。 

文献[3]证明了：当 cba ,, 满足(6)式时，如果

}2,10max{ 315 rm > ，则方程 (1)仅有正整数解

),2,2(),,( rzyx = 。 

本文用 Gel’fond-Baker方法证明了以下定理： 
定理  当 cba ,, 满足(6)式时，如果 3/829000rm > ，

则方程(1)仅有正整数解 ),2,2(),,( rzyx = 。 

该结论改进了文献 [3]的下界。事实上，当
121005.3 ×>r 时， 33/8 229000 rr < 。因此文献[3]在

2∣ r时的结论是本文的直接推论。 
由于文献[4]已经解决了 4=r 的情形，所以不

妨设下文中的 r ≥ 6。 

2  若干引理 

引理 1 当 π/2rm > 时， ),( rmV 和 ),( rmU 都是

正整数。 
证明  参见文献[5]中的引理 2。 
引理 2 若 rm > ，则(i) 22/5 ba > ；(ii) 32/7 ba > ；

(iii) 23 ab > ；(iv) zx < 。 
证明  由 rm > 知 π/2rm > ，根据引理 1，

),( rmV 和 ),( rmU 都是正整数。 

 (i) 设 1−+= mα ， 1−−= mβ 。 由

12 += mc 知 
1−= θα ec ， 1−−= θβ ec ， 

这里
m
1arctan=θ 。由于 rm > ≥6，故 

mm
1

2
1

<< θ                    (7) 

由(3)式和(7)式知 

θrca r cos= ， θrcb r sin= ， 12 += mc   (8) 

假设 2/5a ≤ 2b ，则由(8)式可得 

2/5)cos( θrcr ≤ 2)sin( θrcr ， 

即 
2/54/ )(cos θrcr ≤ θr2sin                (9) 

又 3/1/0 πθ <<<< mrr ，故 / 4 5/2(cos )rc rθ >  

5/ 2 / 41( )
2

rc c> ，而 cr <<1sin2 θ ，因此(9)式不成立，

从而必有 22/5 ba > 。类似可证(ii)和(iii)成立。 
(iv) 由 θrcrmVa r cos),( 2/== 及 0 rθ< < / 3π

可知 cca r >> 2/

2
1

，从而由方程(1)知 zx < 。 

引理 3  若 xa ≥ yb 或 3/2xa ≥ yb ，则 z <  

( 1)
2
r x + ；若 xa ≤ yb ，则 )1(

2
+< yrz ；若 3/2xa ≤ yb ，

则 )1(
4
3

+< yrz 。 

证明  若 x ya b≥ 或 2 /3x ya b≥ ，则0 / 1y xb a< ≤ 。

由(4)式知， 2acr > ，即 

a
r

c log2log >                       (10) 

由(1)式和(10)式可得 

c
abaxz

xy

log
)/1log(log ++

= ≤ 

)1(
2log)/2(

log)1(
log

2loglog
+=

+
<

+ xr
ar
ax

c
ax  

类似可证 xa ≤ yb 的情形。 
若 3/2xa ≤ yb ， 则 3 / 2z x y y yc a b b b= + ≤ + <  

3 / 22 yb 。又由(4)式知， 2bcr > ，即 

b
r

c log2log >                       (11) 

由(1)式和(11)式可得 
(3 / 2) log log 2

log
(3 / 2 3 / 2) log 3 ( 1)

(2 / ) log 4

y bz
c

y b r y
r b

+
< <

+
= +

 

引理 4 设 2rm > ， ),,( zyx 是方程(1)满足(6)的

一组适合 ),2,2(),,( rzyx ≠ 的正整数解，则有

(i) 1≠y ；(ii) 2=y 时， 2/2 rmx +> ；(iii) 3=y 时，

2/ rmx > ；(iv) y ≥ 4时，若 yx ba >3/2 ，则 x ≥ 22 /2 rm ；

若 3/2xa ≤ yb ，则 y ≥ )3/(4 32 rm 。 

证明  由(6)式及方程(1)可得 
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(i) 假定 1=y ，若 )4(mod0≡r ，则对(12)式取

模 2m 可得 )(mod0 mr ≡ ；若 )4(mod2≡r ，对(12)

式取模m可得 )(mod1)1( mx ≡− ，故 x为偶数，此时

对(12)式取模 2m 仍得 )(mod0 mr ≡ ，但 2rm > ，矛

盾，故 1≠y 。 

(ii) 2=y 时，若 1=x ，则由(1)式和(4)式可知，

rz < 。又 )1(2 −=− − zrz ccaa ， 1),gcd( =ca ，故

zc ∣ )1( −a 。于是得 1−> aa ≥ abac z >+= 2 ，这

不可能，所以 1>x 。 
由 ),2,2(),,( rzyx ≠ 知 2>x 。若 3=x ，则由(1)

式和(4)式可知， rz > 。又 =− 23 aa )1( −−rzr cc ，

1),gcd( =ca ，故 rc ∣ )1( −a 。于是得 1−> aa ≥ 

abacr >+= 22 ，这也不可能。类似可证 4=x 时，

122 −> aa ≥ 222 abacr >+= ，同样不可能，故

x ≥5。 
根据引理 2中的(i)知， 2/xx aa > ≥ 22/5 ba > 。由

引理 3可得 

)1(
2

+< xrz                   (13) 

对(12)式取模 3m 可得 

)(mod0
2

)1( 2 mzrxrr
≡+−

−  

因为 x ≥5，故 

zrxrr
+−

− 2

2
)1( ≥ m                 (14) 

将(13)式代入(14)式得 

22

2

2

2

2222
r
m

r
mr

r
mrrx +=+>+−>  

(iii) 3=y 时，若 3<x ，则由引理 2中的(iii)知，
3ba x < ，又由引理 3可得 

rz 2<                    (15) 
对(12)式取模 3m 可得 

)(mod0
2

)1( mzxrr
≡+

−  

故 

zxrr
+

−
2

)1( ≥ m              (16) 

将(15)式代入(16)式得
2

32 rrm +< ，与 2rm > 矛盾。 

若 3=x ，当 33 ba < 时，仍可推出矛盾；当
33 ba > 时，由引理 3 可得(15)式，同法推出矛盾，

故 x ≥ 4。根据引理 2中的(ii)知， 32/7 baa x >> ，由

引理 3可得(13)。将(13)式代入(16)式可得 

22

2
r
m

r
rmx >

−
>  

(iv) y ≥ 4 时 ， 对 (12) 式 取 模 4m 可 得

)(mod0
2

)1( 2mzxrr
≡+

−
，故 

zxrr
+

−
2

)1( ≥ 2m                    (17) 

若 yx ba >3/2 ，由引理 3 可得(13)式。将(13)式

代 入 (17) 式 可 得 122
2

2

2

2

−>−>
r
m

r
rmx ， 即

x ≥ 22 /2 rm 。 
若 3/2xa ≤ yb ，则由引理 3可得 

)1(
4
3

+< yrz                        (18) 

将(18)式代入(17)式，并根据引理 2中的(iv) 可得 

1
3
41

)2(3
8

3

2

2

2

−>−
+−

>
r
m

rrr
my  

即 y ≥ )3/(4 32 rm 。 

引理 5  设 21,aa 是适合 3
21 10),min( >aa 的正整数， 

对于正整数 1b ， 2b ，设 1 1 2 2log logb a b aΛ = − ，当

0≠Λ 时， 1log 28.51(log )aΛ > −  2
2(log )(1.05 )a B+ ， 

这里 )}
loglog

log(2468.0,5max{
1

2

2

1

a
b

a
bB ++= 。 

证明  由文献[6]的定理 2取 e=ρ 即得。 

引理 6  当 310),,min( >cba 时，若 ),,( zyx 是方

程(1)适合 3/2xa ≥ yb 或者 3/2 yb ≥ xa 的正整数解，则必
有 cx log3131⋅< 或者 cy log3131⋅< 。 

证明  当 3/2xa ≥ yb 时，在方程(1)的两边取对数
可得 

2 /3
/3

/3 /3

log log( )
1log( ) log (1 )

1 1log log(1 ) log

x y

x x x
x

x x

z c a b

a a a
a

x a x a
a a

= + ≤

+ = + =

+ + < +

    (19) 

设 ca =1 ， aa =2 ， zb =1 ， xb =2 ；又设
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axcz loglog −=Λ ，则由(19)式可知 

3/

10 xa
<Λ<  

故有 

ax log
3

log −<Λ                     (20) 

另一方面，根据引理 5可知 
2)05.1)()(log(log51.28log Bac +−>Λ     (21) 

这里 

)}
loglog

log(2468.0,5max{
c

x
a

zB ++=  (22) 

结合(20)式和(21)式得 

28.51(log )(log )c a 2(1.05 ) ( / 3) logB x a+ >  

即 
xBc >+ 2)05.1)((log53.85             (23) 

若5 ≥ )log/log/log(2468.0 cxaz ++ ，则由(22)

式可知 5=B ，将此代入(23)式可得 cx log3131⋅< 。 

若 )log/log/log(2468.05 cxaz ++< ,则由(23)

式可得 

c
x

c
x

a
z

log
))

loglog
log(2968.1(53.85 2 >++  (24) 

由(19)式可知 

c
x

caac
x

a
z

x log70
71

))(log(log
1

loglog 3/ <+<  (25) 

再由(24)式和(25)式可得 

c
x

c
x

log
)

log
log2(53.85 2 >+           (26) 

设 cxX log/= ， 2)log2(53.85)( XXXf +−= ，

此时 
d ( ) 171.06(2 log )1

d
171.06log 342.12

f X X
X X

X X
X

+
= − =

− −
 

由于 0)3131( >f ，且当 X ≥3131时 df(X)/dX＞0，故

当 X ≥3131 时，必有 0)( >Xf 。因此由(26)式可知

cx log3131⋅< 。 

同理可证 3/2 yb ≥ xa 时， cy log3131⋅< 。 

设 p 为素数，
b
a
为非零有理数，满足

1),gcd( =ba 。若
d

cp
b
a r

= ， p cd， dcr ,, 为整数，

则定义 r
b
avp =)( ，称为

b
a
的 p-adic赋值。 

令 2=p ，有 

引理 7  设 βα , 是正奇数， 21,bb 是正整数，

21 bb βα −=Λ′ ，当 0≠Λ′ 时，如果 )4(mod1≡α ，则

必有 )(2 Λ′v ≤ 2
1))(log)(log(log208 Bβα ，这里 )(2 Λ′v

表示素数2在正整数 Λ′ 中的次数，且 

}10,04.0)
loglog

max{log(log 21
1 ++=

αβ
bbB 。 

证明  参见文献[6]。 
引理 8  方程(1)的正整数解 ),,( zyx 都满足 

2
1))(log)(log(log208 Bacy <  

这里 }10,04.0)
loglog

max{log(log 1 ++=
c

x
a

zB 。 

证明 设 xz ac −=Λ′ 。显然 ca, 均为正奇数且

)4(mod1≡c 。由 yb=Λ′ 知 y ≤ )(2 Λ′v 。 

根据引理 7可得本引理。 

3  定理的证明 

由于 3/829000rm > ，故有 610447.3 ×>m 。设

),,( zyx 是方程(1)的一组适合 ),,( zyx ),2,2( r≠ 的正

整数解。由引理 4中的(i)知 1≠y 。以下证明其他情

形下该解是不存在的。 
情形 1 2=y  

根据引理 4 中的(ii)得 2/2 rmx +> 。此时由引

理 2中的(i)知， x必满足 23/2 ba x > ，再根据引理 6，
可得 

)1log(31313.22222 24/1 +⋅<+ mm       (27) 

但当 610447.3 ×>m 时，(27)式不成立。 
情形 2 3=y  

根据引理 4中的(iii)得 2/ rmx > 。此时由引理 2
中的(ii)知，x必满足 33/2 ba x > ，再根据引理6，可得 

)1log(31313.2222 24/1 +⋅< mm          (28) 

但当 610447.3 ×>m 时，(28)式不成立。 
情形 3 y ≥ 4  

根据引理 4 中的 (iv)知，若 yx ba >3/2 ，则

x ≥ 22 /2 rm ，再根据引理 6，可得 

)1log(71.0 24/5 +⋅< mm               (29) 

但当 610447.3 ×>m 时，(29)式不成立。 
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根据引理 4中的(iv)知，若 3/2xa ≤ yb ，则 

y ≥
3

2

3
4

r
m               (30) 

当 04.0)log/log/log( ++ cybz ≤10时，根据引

理 8可知 
2)10)(log)(log(log208 acy <  

结合 cra log)2/(log < ，有 
22 )(log)10(log104 cry <               (31) 

由(30)式和(31)式知 
)1(log0000158.0 222/1 +⋅< mm          (32) 

但当 610447.3 ×>m 时，(32)式不成立。 
当 04.0)log/log/log( ++ cybz 10> 时，根据引

理 8可知 
2)04.0)

loglog
)(log()(log(log208 ++<

c
x

a
zacy  (33) 

1)若 3/2xa ≤ yb ≤ xa ，则由 3/829000rm > 和

log ( / 2) loga r c< 以及(30)式可得 

ym <8/7139680 ≤
b
cxr

b
ax

log2
log

log
log

<  

即 

cr
m

cr
bmx

log
279360

log
log279360 8/78/7

>>     (34) 

因为 yxz bac += ≤ xa2 ，所以 

a
z

log
≤

c
x

acc
x

log2
3

))(log(log
2log

log
<+    (35) 

又 3/2xa ≤ yb ，故有 

b
x

log3
2 ≤

a
y

log
             (36) 

将(35)式和(36)式代入(33)式可得 

2)
log

log1)((log312
log c

xc
b

x
+<        (37) 

考虑到 crb log)2/(log < ，(37)式化为 

2)
log

log1)((log156
log c

xcr
c

x
+< 。 

设 X=x/logc， 2)log1)((log156)( XcrXXf +−= ， 
22

0 )log)(log(log)(log624 ccrrX = 。 

此时 
d ( ) 312 (log )(1 log )1

d
f X r c X

X X
+

= −  

因为 0)( 0 >Xf ，且当 X ≥ 0X 时，d ( ) / d 0f X X > ，

故 

22 )log)(log(log)(log624
log

ccrr
c

x
<     (38) 

由(34)式和(38)式并结合 3/829000rm > 可得 
3/8

1/8 2

2 3 2 2

0.00000100513(log )
47

    (log( 1)) (log log( 1))

mm

m m

< ⋅

+ +

      (39) 

但当 610447.3 ×>m 时，(39)式不成立。 
2) 若 3/2 yxy bab >> ， 则 由 z x yc a b= + <  

3 / 2 3 / 22x x xa a a+ < 得 

a
z

log
≤

c
x

acc
x

log5
8

))(log(log
2log

log2
3

<+   (40) 

又 yx ba < ，故有 

a
y

b
x

loglog
<              (41) 

将(40)式和(41)式以及 crb log)2/(log < 代入(33)式

可得 

2)
log

log1)((log104
log c

xcr
c

x
+< 。 

以下仿 1)的证明知上式不成立。 
3)若 3/2 yb ≥ xa ，即 3/2xa ≤ yy bb <9/4 ，则由(30)

式和引理 6可得 
)1log(02242.0 28/7 +⋅< mm            (42) 

但当 610447.3 ×>m 时，(42)式不成立。 
综上，方程(1)在题设条件下仅有正整数解

),2,2(),,( rzyx = 。定理得证。 
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