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基于圆盘极点约束的系统不确定项容忍区间分析 
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摘  要：在线性系统中基于 Lyapunov 稳定性理论，讨论了双不确定项同时波动时其容忍区间的算法，并结合闭

环极点配置和线性矩阵不等完成圆盘极点配置问题中系统不确定项的冗余设计。数值仿真验证了本文控制器设计

方法的可行性。 
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UNCERTAINTIES TOLERANCE INTERVAL ANALYSIS SYSTEM BASED 
ON DISK POLE CONSTRAINTS 
* WANG Xiao-meng, YAO Bo, Chen Yuan-yuan 

(College of Mathematics and System Science,Shenyang Normal University, Shenyan, Liaoning 110034, China） 

Abstract: Based on the state feedback controller design method, we discuss the uncertainties occur 
simultaneously double its volatility algorithm of tolerance range systems. We also combine with closed loop poles 
and LMI approaches and meet the given closed-loop poles arranged in the specified disk area. Numerical 
simulation verifies the feasibility of the controller design method. 
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在线性系统中有关控制器设计的问题，极点配

置起到了至关重要的作用[1-5]，给出了系统极点配置

在平面上某种特定区域时的充要条件。随着可靠控

制的提出，对于系统可靠控制器的设计给出了一些

方法[6-8]，由于系统可靠控制的设计不仅使系统的能

耗增加，而且提高了系统保守型，因而系统的容错

设计受到了越来越多人的关注。关于硬件容错问题

文献[9-11]给出有关冗余度的算法。 
在实际生产生活中，系统往往伴随着不可确定

因素的发生，若设计者可以把握好系统中不确定因

素对系统影响程度，则可以设计出安全性能较高又

节约能源的系统。如今在生物工程、航空航天、核

反应堆等不确定因素对系统的影响不容忽视，工程

设计者在设计过程中通过计算可以得到不确定因

素的冗余度大小，很大程度上的降低故障的发生，

确保其性能的稳定。人们需要同时具有较高的可靠

性能与安全性能的系统，因此设计的控制器使得冗

余系统在产生故障时仍可以保持良好的性能是十

分必要的，而且实际意义也相当重大。 
本文给出了系统在双不确定项同时波动仍能

保持稳定的状态反馈控制器的设计问题，并且所给

的闭环极点全部配置在指定的圆盘区域内。并用算

例仿真证明了其可行性和有效性。 

1  问题描述 

考虑如下线性系统： 

( ) ( ) ( )x t Ax t Bu t= +&             (1) 

式中， nx R∈ 为系统的状态变量； mu R∈ 为执行器

的正常信号向量， BA, 是适维矩阵。 
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       ( ) ( )tKxtu =              (2) 

引理 1  对于系统（1），矩阵 A的所有特征值
均在半径为 r，中心在 ( ), 0q− 的圆盘中的充分必要

条件是存在对称的正定矩阵 X ，使得 

0T

rX qX AX
qX XA rX

− + 
< + − 

      (3) 

成立。 
引理 2 存在控制器增益 K，使系统（1）的极

点配置到半径 r，中心在 ( ), 0q− 的圆盘内的充分必

要条件为存在正定对称矩阵 X 和矩阵P ,使得 
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    (4) 

成立，可行解 ( ),X P ,则控制器增益矩阵为 
1K PX −＝ 。 

若考虑系统中不确定项，则系统可表述为： 
    ( ) ( ) ( )( )x t A A x t Bu t= + ∆ +&             (5) 

当上述系统中第 ij 项不确定项发生增益偏差
时，系统中单一不确定项增益偏差模型为： 

0 0
0 0 0
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其中  ,ij ij ijE f f ∈  ， 1, 2, ,i m= L 。 

为了方便表达，引进如下数学符号： 
1) eig(A)代表矩阵 A求特征值； 
2) λijl代表不确定项第 ij 项出现波动时半生不

系统第 l个特征值； 
3) Re[λ]代表的实部值； 
4) Im[λ]代表的虚部值； 
5) max(a,b)代表在 a,b中取最大值； 
6) min(a,b)代表在 a,b中取最小值。 
定义 1  对于系统不确定项的独立单一增益偏

差模型，如果存在 [ ] [ ]iiii fufu maxmin == ，当

( )iii uuf ,∈ 使得闭环系统 ( ) ( ) ( )txfAtx ic=& 的极点始

终保持在半径为 r的中心 ( )0,q− 的圆盘中，则称区

间 ( )ii uu , 为不确定项增益波动的容忍区间，简称第

i项不确定因素容忍区间，其中 Ac(fi)=(A+△A+BK)。 

2  主要结果 

定理 2  对于闭环系统中某不确定项区间为

( )ii uu , ，且该系统的极点可配置在以半径为 r，中

心在 ( )0,q− 的圆盘区域极点问题中，则称 ( )ii uu , 为

该系统不确定因素增益偏差的容忍区间。 
当且仅当 dimax-r = 0的解为 21, ii ff ，且 

( )1 2min , ,i i i iu f f u= = ( )1 2max ,i if f  

其中， ( ) ( )( ) ,ij i c if eig A fλ =  ( )Reij ij ix fλ =   ，

( )Imij ij iy fλ =  ，
2 2( )ij ij ijd x q y= + + ， 

max max( ), 1, 2, ,i ijd d j n= = ⋅⋅⋅ 。 

证：考虑系统不确定因素第 i项因素出现波动，
得出此时闭环系统矩阵 ( )BKAAAc +∆+= ，其特征

值 ( ) ( )( ),iciij fAeigf =λ 若所有极点到圆心(-q,0)的

最大距离 0max <− rdi ， max max( ), 1,2, ,i ijd d j n= = ⋅⋅⋅ ，

r为圆盘半径，那么第 i项不确定因素出现时仍在圆
盘内。 
当 0max >− rdi 时，系统第 i项不确定因素出现

时极点不在圆盘内部。 
当 0max =− rdi 时，则为边界状态，即部分极点

在圆盘边界上，此时参数 if 在某值处两侧扩展时，
系统极点到圆心的距离是不断增大的，所以当

dimax-r =0时必会有两个解 fi1,fi2，令 ( )21 ,,min iii ffu = ，

( )21,max iii ffu = ，那么若 ( )iii uud ,max ∈ 系统所有极

点均在圆盘内。 
若 ( )iii uud ,max ∉ ，系统有部分（或全部）极点

已跳出圆盘，所以区间 ( )ii uu , 为圆盘区域极点问题中

系统不确定因素第 i项因素增益偏差的容忍区间。 

3  数值仿真 

例  ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )x t Ax t Bu t G t

y t Cx t

ω= + +


=

&
 

其中 
0 1 0
0 0 1
1 2 1.5

A
 
 =  
  

  r = 1.5;q = 1.5; 

0 0 0
0 0 0
0 0 1

B
 
 =  
  

  [ ]1 0 0C =  

根据引理 2 ，进行控制器设计，将上述系统的
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极点配置到半径 1.5, ( 1.5,0)r = − 为中心的圆盘内。

现在研究该系统的不确定项在圆盘区域极点问题

中，系统中不确定项第 ij项不确定项增益偏差的容

忍区间 ( ),ij iju u ，根据系统各不确定项容忍区间，容

易得知容忍区间越小，系统此项不确定项的可靠性

对系统越重要。 
由引理 2设计的控制器，将不稳定系统的极点

配置到以半径 1.5r = ， ( )1.5,0− 为中心的圆盘内，

如图 1所示。 

 
图 1 定常闭环系统极点分布图 

Fig.1 Constant closed loop system poles map 

当系统中加入双不确定项时，系统不再稳定，

引起圆盘极点配置发生如下变化，如图 2所示。 

 
图 2 系统不确定项引起圆盘极点配置的变化 

Fig.2 Uncertainties caused by changes  
in the system disk pole assignment 

由于图 2是三维立体图形，不易清楚观测出不
确定项对系统极点配置的影响，故将图 2 对 xy 平
面进行切面投影，如图 3。 

 
图 3 系统不确定项引起圆盘极点配置的变化的平面投影 

Fig.3 Uncertainties caused by changes in the system 
configuration of the disk pole projection plane 

从图 3 中可以清晰地看出不确定项对系统影

响的大小。综上，系统在保证一定性能指标下，可

容忍不确定项波动范围，当系统中双不确定项波动

时，所得到的是一个空间图形，进行切面投影后，

可以看到各不确定项对于系统所构成影响的大小。 

4  结论 

本文给出了系统在双不确定项同时波动仍能

保持稳定的状态反馈控制器的设计问题，并且所给

的闭环极点全部配置在指定的圆盘区域内。算例仿

真证明了其控制器设计的可行性和有效性。 
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