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一种基于四阶 Taylor展开的多目标改进的 
拟牛顿算法研究 
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摘  要：借助于目标函数的四阶 Taylor展开导出新的拟牛顿方程，并将其应用到多目标优化问题中，给出了一种

多目标优化改进的拟牛顿算法(称为M-TBFGS算法)，同时在一定的假设条件下，结合 Wolfe搜索准则，证明了

本文算法的收敛性，并进行了数值试验，结果表明，本文的M-TBFGS算法是正确和有效的。 
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NEW QUASI-NEWTON'S METHOD BASED ON FOUR-ORDER TAYLOR 
SERIES EXPANSION FOR MULTIOBJECTIVE OPTIMIZATION 

*WANG Fei-fei, XU Er, ZHAO Jin-ling 
(School of Mathematics and Physics, University of Science &Technology Beijing, Beijing 100083, China) 

Abstract: The new quasi-Newton’s equation is applied to multiobjective optimization, which is derived by using 
the four-order Taylor series expansion. The improved method for multiobjective optimization without constraints 
is presented, which is called M-TBFGS algorithm. Furthermore, its global convergence is proved. Under the 
Wolfe line search, numerical results also show that the proposed method is correct and efficient. 
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0  引言 

考虑如下无约束多目标优化问题： 
 { }21min = , , , n

pF x f x f x f x x R∈（） （ ）（ ）…, （）    (1) 

其中 ( ): n pF x R R→ 二阶连续可微，j=1,2,…,p。 

在多目标规划问题中，我们使用文献[1]给出的
Pareto最优解的概念。在此定义基础上，文献[2]给
出了多目标优化的最速下降方向；文献[3]研究了无
约束多目标优化的牛顿法；文献[4]给出了多目标优

化的拟牛顿法。 
文献[5]将目标函数进行四阶 Taylor展开，得到

了一种新的拟牛顿校正公式，在每步迭代中，不仅

利用了目标函数的梯度信息，还利用了目标函数值

的信息，所以其数值结果优于原始拟牛顿法。本文

在文献[5]的基础上,结合多目标优化的拟牛顿法[4]，

给出了一种基于四阶Taylor展开的多目标改进的拟
牛顿算法，并证明了算法的全局收敛性，数值试验

也表明本文算法较之文献[4]中的拟牛顿算法具有
一定的优越性。 
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1  M-TBFGS算法及其性质 

引理 1 为求解多目标优化问题(1)，本文算法设
计校正矩阵如下： 
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1 12( ) ( )T
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证明  由求解单目标优化问题 ( )min jf x ，
nx R∈ 的新拟牛顿法[5]， ( )jf x 充分光滑时对其进

行四阶 Taylor展开得到：  
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其中 1
n n n

jkT R × ×
+ ∈ 和 1

n n n n
jkV R × × ×

+ ∈ 是三阶和四

阶 张 量 ， 记 ( )jk j kf f x= ， ( )jk j kg f x= ∇ ，

( )jk j kB B x= ， 1jk jk jky g g+= − ， ( )2
k kG f x= ∇ , 

1k k k k kx x a dδ += − = 。 

用 1jkB + 近似 1jkG + ，最终得到新拟牛顿方程： 
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其中 s是使 0T
k sδ ≠ 的向量， ns R∈ 。 

本文在文献[5-6]的启发下，选取 ks δ= ，得到： 
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其中 1 12( ) ( )T
jk jk jk jk jk kf f g gθ δ+ += − + + 。 

对于单目标改进拟牛顿算法的全局收敛性已

经证明，这里不再赘述。本文将其引用到多目标优

化问题(1)，考虑到M-TBFGS算法产生的 1jkB + 必须

正定，故校正公式如下： 
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引理 2  本文算法下降方向 ( )k kd d x= 。
 

证明 考虑无约束极小极大值问题： 

1

min max 1( )= 1, 2, ( )2
Tn T

j
f x dd R j d B x dm∇ +∈ …，  

根据文献[4]，可求得其最优解 ( )d x 和最优值

( )xτ ，这里不再赘述。 

引理 3  M-TBFGS算法采用Wolfe搜索准则获
取步长 ka 。 

( ) ( ) ( )j k k k j k k kf x a d f x ca xτ+ ≤ +           (3) 

1( ) ( )T T
j k k j k kf x d f x dσ+∇ ≥ ∇ , 1, 2, ,j p= ⋅⋅⋅   (4) 

求解多目标优化问题(1)的M-TBFGS算法设计
如下： 
步 0 选取初始点 0

nx R∈ ,初始对称正定矩阵

1
n n

jB I R ×= ∈ , ( )0,1c ∈ , ( )2,1cσ ∈ ,任意小 0ε > .

置 : 0k = ,定义 1 0,1,
2nJ n = = 

 
L 。 

步 1 若 0( )xτ ε> − ,停止迭代。否则转第 2步。 

步 2 计算 kd 。 

步 3 计算搜索步长 ka ，其中 1 0,1,
2k na J n ∈ = = 

 
L

中满足(3)式与(4)式的最大者。 
步 4 计算 1jkB + 。 

    步 5 置 1k k k kx x a d+ = + , : 1k k= + ，转至第 1步。 

2  算法的全局收敛性 

假设 1H ：水平集 0{ ( ) ( )}nx R F x F xΩ = ∈ ≤ 有

界。 
假设 2H ：梯度 ( )( 1,2, , )jf x j p∇ = L 在包含水平

集Ω的开凸集上 Lipschitz连续。 
定理 1  若假设成立，则算法或有限步终止于

问题(1)的 Pareto-临界点，或产生无穷点列{ }kx ，

其任意聚点都是问题(1)的 Pareto-临界点。 
证明  假设算法产生无穷点列{ }kx ，x∗为其任

意极限点。由假设 1H 可知 x∗为一有限点且存在无

穷子列{ } *
t

t
k k N

x x
∈

→ ， { }1,2,3,N ⊂ L 为无穷子列。

其它 

其它 
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由假设 1H 及 ( ){ }kF x 按分量单调下降且有下界，可

知 ( ){ }kF x 有极限。 

又由步长原则可知： 
( ) ( ) ( ) 0k k k k k kF x F x a d a xσ τ− + ≥ − ≥ 。 

则得到： 
( )lim 0k kk

a xτ
→+∞

=                 (5) 

现取无穷子列{ }ukx 收敛于x∗，考虑下列两种情况： 

(i) liminf 0
uku

a
→∞

> ，      (ii) liminf 0
uku

a
→∞

= . 

(i) 存在一个序列 { }lkx 收敛到 x∗ 且满足

lim 0
lkl

a a
→∞

= > ，根据(5)式，得 ( )lim ( ) 0lk

l
xτ

→∞
= 。因

为τ 是连续函数[4]，则函数与极限可交换次序，于

是得到 ( ) 0xτ ∗ = 。 

(ii) 序列{ }ukd 有界，取 { }ukx 的一个子序列

{ }rkx ，使得序列{ }rkd 同样收敛于某个 d 。因为

liminf 0
uku

a
→∞

= ，取某个q N∈ ，r足够大有 1
2rk qa < ,

则 Wolfe 条件不满足 1
2qa = ,即存在一个 j ，有

1 1( ( ) ) ( ) ( ) ( )
2 2r r r rj k k j k kq qf x d f x c xτ+ > + (对r足够大)。 

取极限 r → ∞，得 
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对至少一个 { }1,2, ,j m∈ L 成立,于是有 *( ) 0xτ ≥ 。

由文献[4]定理 2知 *( ) 0xτ ≤ ，所以 *( ) 0xτ = 。 

结合(i)，(ii)，知 x∗是 ( )F x 的临界点。再由文

献[4]定理 1可知，x∗为V 上 ( )F x 的 Pareto最优解。 

3  数值试验 

为进一步检验算法的实算效果，选取算例对本

文进行数值试验。本文单目标改进的拟牛顿法与原

始 BFGS 方法比较；M-TBFGS 新方法与文献[4]的
多目标拟牛顿法进行比较。 
例 1[7] 

3

4 4 4 2 2
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x R
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3 1 2 2 3 1 2 310 2 2 5 3 )x x x x x x x x+ + − − − 。 

例 2 ( ) ( )( )2

4 4 2
1 2 1 1 2

1min ( 1 2 2 ,
4x R

x x x x x
∈

− + − − +  

2
2 1 22 )x x x− + 。 

用 EX 表示算例，IP表示初始点，M-TB表示
本文提出的新算法，TB 表示本文单目标改进的拟
牛顿新算法，M-B表示文献[4]中的多目标拟牛顿算
法。用 c表示 Pareto-临界点，F表示对应的函数值，
k 表示算法迭代次数，其中取参数 0.7, 0.1cσ = = ,

精度设为 ( ) 410kxτ −≤ 。所得到的数据如表 1。 

表 1 算例迭代情况 
Table 1 The iterative situation of examples 

EX IP k-(BFGS) k-(TB) c 
(1) (-0.4,1.0,0.1) 22 15 (0.1309,0.0985,0.0399) 
EX IP M-B(c/F/k) M-TB(c/F/k) M-TB(c/F/k) 
(2) (-5,2) (-1,2)/(10,4)/5 (-1,2)/(10,4)/4 (1,2)/(3,0)/10 
(2) (-10,1) (-1,1)/(6,4.5)/11 (-1,1)/(6,4.5)/10 (1,1)/(0,0.5)/11 

 

从以上数值试验及比较的结果可以看出，当达

到同一精度时，单目标改进的新拟牛顿法所需要的

迭代次数比原始 BFGS方法要少；而本文提出的多
目标的新拟牛顿算法M-TB在迭代得到相同临界点
的情况下，所需的迭代次数要比M-B少，并且M-TB
继续迭代会得到比 M-B更好的临界点，而 M-B已
终止于相同临界点。 
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