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摘  要：利用Riccati变换，获得了一类二阶半线性中立型泛函微分方程的振动准则，推广和改进了最近文献的结果。 
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OSCILLATION FOR SECOND ORDER HALF-LINEAR NEUTRAL 
DIFFERENTIAL EQUATIONS 

LIN Wen-xian, CHEN Yan-fen 
（College of Mathematics and Statistics, Hanshan Normal University, Chaozhou,Guangdong 521041，China） 

Abstract: Based on the Riccati transformation method, some new interval oscillatory criterions for second order 
half-linear neutral functional differential equations are obtained. The results generalize and improve some known 
results. 
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讨论一类广义二阶 Emden-Fowler 中立型泛函
微分方程 
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t t t tτ σ σ σ
→∞ →∞ →∞ →∞
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中立型泛函微分方程出现在高速计算机无损

传输网络的数学模型中，且在弹性杆的振动质量、

神经力学系统中的惯性以及自动控制理论研究中

均有广泛应用[1]。基于中立型泛函微分方程的实际

应用背景，吸引了很多学者的研究兴趣 [2-9]。当

0( ) 0q t = 时，方程(1)就是文献[2]所研究的方程；当

0 21, ( ) ( ) 0q t q tα = = = 时，方程(1)就是文献[3]所研究

的方程：当 0 2( ) 0, ( ) ( ) 0p t q t q t= = = 时，方程(1)就

是文献[4]所研究的方程。本文将建立方程(1)的若干
振动准则，使得文献[2]成为本文结果的特例，并且
推广和改进文献[3-4]的相应结果。关于本文中的函
数不等式，如果没有特别说明，都是对一切充分大
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的 t成立。 

1  主要结果 

引理 1  设 ( )x t 是方程(1)的最终正解，则存在

1 0t t≥ ，使得 1( ) 0, ( ) 0, ( ) 0,y t y t y t t t′ ′′> > ≤ ≥ 。 

证明  设 ( )x t 是方程(1)的最终正解，由条件

1( )H 和 3( )H ， 有 1[ ( ) | ( ) | ( )] 0r t y t y tα −′ ′ ′ ≤ 。因此函

数 1( ) | ( ) | ( )r t y t y tα −′ ′ 单调减少且最终定号, 故 ( )y t′

最终定号，即 ( ) 0y t′ > 或 ( ) 0y t′ < 。现断言 ( ) 0y t′ > , 
否则存在 1 0t t≥ ，使得 1( ) 0y t′ < ，于是有 

1( ) | ( ) | ( )r t y t y tα −′ ′ ≤  
1

1 1 1 1( ) | ( ) | ( ) : 0,r t y t y t M t tα −′ ′ = − < ≥  
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∫ dt 

令 t → ∞ ,由 2( )H ，有 lim ( )
t

y t
→∞

= −∞，这与

1( ) 0,y t t t> ≥ 矛盾，所以有 1( ) 0,y t t t′ > ≥ 。 

因而，[ ( )( ( )) ] 0r t y t α ′′ ≤ ，注意到 ( ) 0r t′ > ，可

得 1( ) 0,y t t t′′ ≤ ≥ 。 

引理 2  设 ( )x t 是方程(1)的最终正解, 且下列
三式之一成立： 
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。 

   证明  设 ( )x t 是方程(1)的最终正解, 由引理 1
知 ( ) 0,y t′ >  因此有 ( ) (1 ) ( )x t p y t> − 。则由方程(1)
产生 
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 (5) 
定义函数 
                ( ) ( ) ( )t y t ty tϕ ′= − ， 

则 
               ( ) ( ) 0t ty tϕ′ ′′= − > ， 
故 ( )tϕ 单调增加且最终定号。现断言 ( ) 0tϕ > 。否

则若 ( ) 0tϕ ≤ ，有 
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( ) ( ) ( ) 0y t ty t y t
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因此，
( )y t
t
最终非减。故存在常数 1 2, 0K K T> 和 充
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0 1 2
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                         (6) 
联合式(5)和式(6)，得到 
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上式中令 t → ∞，利用式(3)，产生矛盾。同样，利
用式(2)或式(4)，也产生矛盾。因此 ( ) 0tϕ > 成立。 

引理 3[10]  设 1 1, , 1, 1, 1a b R p q
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定理 1   设式(2)-式(4)至少一式成立，且存在
函数 1( ) ( , (0, ))t C Iρ ∈ ∞ ，使得 
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      (8) 
则方程(1)是振动的。 
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   证明  设 ( )x t 是方程(1)的非振动解，不失一般
性，可设 ( ) 0x t > ， 0t t≥ 。由引理 1，有

1( ) 0, ( ) 0,y t y t t t′> > ≥ 。令 
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利用式(5)和式(9)，有   
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由引理 3，可得  
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由引理 2知函数 ( )y t
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由引理 4，有 
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积分式(14)可得 
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令 t → ∞，注意到式(8)，有 ( )W t → −∞，这与

( ) 0W t > 矛盾。因此，方程(1)没有最终正解。故方
程(1)振动。 
推论 1  设式(2)-式(4)至少一式成立，且 
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则方程(1)是振动的。 
证明 只需在定理 1中取 ( ) 1tρ = 即可。 
下面给出方程(1)的 Kamenev型振动准则。 
定理 2  设除式(7)外定理 1的全部假设都成立, 
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              (15) 
其中 ( )Q t 由(8)定义，则方程(1)是振动的。 

证明  如同定理1的证明一样，设 ( )x t 是方程(1)
的非振动解，不失一般性，设 ( ) 0x t > ， ( ( )) 0x tτ > ，

1( ( )) 0x tσ > ， 2( ( )) 0x tσ > ， 1t t≥ ，故有 ( ) 0y t > 。
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上式与条件(15)矛盾。定理 2成立。 
下面利用 Philos 型的积分平均技巧[9]，得出方

程(1)的新的振动定理。为此引进如下一类函数℘， 
令 0{( , ) | }D t s t s t= ≥ ≥ , 0 0{( , ) | }D t s t s t= > ≥ 。 

函数 ( , ) ( , )H t s C D R∈ 称为属于℘类 , 记作
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 0( , )t s D∈ .                              (16) 

定理 3  设式(2)—式(4)至少一式成立，且存在
函数 1( ) ( , (0, ))t C Iρ ∈ ∞ 和H ∈℘，使得 
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 (17) 
其中 ( , )h t s 由式(16)定义，则方程(1)是振动的。 
证明  设 ( )x t 是方程(1)的非振动解，不妨设
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对上式利用引理 4且注意到 ( )A s 的定义，有 
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因此 
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上式与条件(17)矛盾。定理 3成立。 
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